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EXERCICE 1

On paramétre le morceau de parabole y = 22 par
Y1t €0;1] st +it?

On a alors 7} (t) = 1 + 2it. On paramétre le morceau de parabole y? = x par
Yo i t€[0;1] — 2 it

On a alors 74 (t) = 2¢+i. Lorsque ¢ varie de 0 & 1, le chemin 5 est parcouru dans le sens
inverse du sens trigonométrique. On ajoute donc un signe moins devant ’'intégrale le
long de 7.

/(5z4—z3+2)dz:/(5z4—23+2)dz—/(5z4—z3—|—2)dz
P 71

Y2

Commengons par calculer 'intégrale le long du chemin ~;.

[ G- de= [ (s6ne) - (a0) +2) (0 e

0
= [(% t)° - % + 271(75)]
- [(t gy - U +41t " oy itQ)}
. 0
=(1+1)° - (121)4 +2(1+1)

Pour calculer les puissances de 1+ i, on met ce nombre sous forme trigonométrique :
141i=+/2e"/4 On en déduit que

(141)° = 4v2e%™/* = —43/2e'™/* = —4(1 +i) = -4 — 4i

Lgénéré avec INTEX 2¢. Tous les commentaires, compléments, insultes et remarques désobligeantes
sont les bienvenus a perrier@math.univ-lyonl.fr
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et (14+1)* =4etm/4 = 4

on en déduit que / (b2t —22+2)dz = —-1-2i
71

Calculons & présent 'intégrale le long du chemin 5.

[ 61— w2 de= [ (50a(0) = (a(0)° +2) 1) at

= [atoy = 22 ]

= [(ﬁ +it)® — ity Zit)4 +2(t* + it)}

. 0
=(1+1) - (121)4 +2(1+1)
=—1-2i

d’aprés ce qu’on a fait pour l'intégrale le long du chemin ;. On trouve finalement

/(5z4—z3+2)dz:0
%

Remarque
On a en fait le résultat plus général suivant : si f est une fonction holomorphe,
alors son intégrale le long de tout chemin fermé est nulle.

EXERCICE 2

Le cercle € de centre 1 +1 et de rayon 2 se paramétre par
y:te[0;2n] — 141+ 2e'

On a alors 7/(¢) = 2ie'’. On en déduit que

2 . it 2
14i+2 .
I:/ A+it+2e®)" o i g
0

_9eit
: 27
:l/ (1 41+ 2eit)e it d¢
2Jy
i 27 . 27
</ e"tdt+2/ dt)
2 0 0
I=2imr

EXERCICE 3
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Rappel : régle de d’Alembert
Soit > u, une série a termes strictement positifs. Si up41/u, admet une
limite ¢ quand n — oo, alors trois cas se présentent

e Si /> 1, alors la série diverge grossiérement.

e Si /¢ < 1, alors la série est convergente.

e Si /=1, on ne peut pas conclure.

Concernant les séries entiéres, on a le corollaire suivante.

Reégle de d’Alembert pour les séries entiéres
Soit > u,z™ une série entiére. On suppose que pour tout entier n, |u,| # 0.
Si |tp41/un| converge vers une limite ¢ non nulle, alors la série entiére a pour

rayon de convergence 1/¢. Si |up41/un| converge vers 0, alors la série entiére
a pour rayon oo.

Formons le rapport de d’Alembert de la série u,. On a

Up+1 n? 1

Up (n+1)2_(1+1)2

et ce rapport a pour limite 1. On en déduit que la série entiére a pour rayon 1/1 = 1.

’La série entiére a pour rayon 1. ‘

Rappel : Régle de Riemann pour la convergence des séries
Soit Y u, une série a termes positifs. S’il existe « > 1 tel que n®u,, — 0,

n
alors la série converge.

On s’intéresse & la convergence de la série de terme général 2" /n?. Son module
est égal a 1/n%. De plus, on a

n?’/Q%HO
n

D’aprés la régle de Riemann, la série converge absolument. On en déduit que si
z est de module 1, alors la série est convergente. Afin d’écrire les parties réelle et
imaginaire de la somme de la série sous forme de série trigonométrique, on utilise la
forme exponentielle de z. On pose z = rei?. On a alors

+o0 (,,,e i9)n
0= 5
_ +00 rnelnG
B n=1 TL2
+o0 ™ (cos(nd) + isin(nb))
- nz::I ?’l2

F(2) = *zof’ r’ COSQ(ne) n *zojo r’ sin2(n9)

n=1 n n=1 n

Re(f(2)= 3 —eond)
On en déduit que Yoo n s{rll(ne)
Im (f(2))= > ——5—

n=1 'I’L2
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EXERCICE 4

Tout d’abord, z +— ae?® est bien solution. Réciproquement, supposons qu’une
fonction f vérifie

f'(z) = f(2)

En multipliant ’équation par z +— e %, on obtient
fl(2)e™* = f(z)e™* =0

d —Z\ —
= (e =0

On en déduit que la fonction z — f(z)e ™% est constante, c’est & dire qu’il existe
a € C tel que

d’ou

VzeC f(x)e™*=a

soit vzeC f(z) =ae”

Pour u fixé, la fonction z — exp(z + ) est la composée de la fonction z — z + u,
et de la fonction exp. sa dérivée est égale a

d
L (exp(z +w) = exp(z + 1)
Cette fonction vérifie ¢y’ = y, donc il existe a € C tel que

VzeC exp(z+u) =aexpz

En évaluant ’expression en z = 0, on obtient a = e", soit

Vz,u exp(z + u) = exp(z) exp(u) ‘




