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Rappels de Mathématiques ISTIL 1ére année
Corrigé !

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

EXERCICE 1.1

Rappel : solution d’une équation différentielle du premier ordre
L’équation différentielle

Y (@) + ale)y(x) = 0

admet pour solution x — Kexp(— / a)

ou K est une constante.

On désire résoudre
y'(x) +y(x) =2+2z

On commence par résoudre I’équation différentielle homogéne associée
Y (@) +y(w) =0

Cette équation a pour solution générale
z — Kexp(—z)

ou K est une constante.

Rappel : Méthode de variation de la constante
On cherche a résoudre ’équation différentielle

y'(z) + a(z)y(z) = b(z)
Si yy est une solution de I’équation différentielle homogéne
y'(z) + a(z)y(z) =0

alors la méthode de wvariation de la constante consiste a rechercher une so-
lution particuliére de 1’équation différentielle avec second membre sous la
forme

z = K(z)yn(z)

Lgénéré avec IATEX 2¢. Tous les commentaires, compléments, insultes et remarques désobligeantes
sont les bienvenus & perrier@math.u-bordeauxl.fr
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Afin de déterminer la solution de I’équation avec second membre, on cherche une
solution de celle-ci sous la forme z — Kexp(—z), ot K est une fonction que l'on va
déterminer. Il vient alors

y'(x) +y(r) =K'(z)e ™ — K(z)e ™" + K(z)e ™"
=K'(z)e™*
y'(x) +y(r) =242
c’est & dire que K'(z) =2(1 4+ z)e”

Il reste a intégrer K (on intégre par parties)

K(z)= /2(1 +xz)e” dx

=21+ xz)e”] — /26”” dz
K(z)=2ze® +C

ou C est une constante. Finalement, ’ensemble des solutions de I’équation différen-
tielle est

({2 (20 +Ke ™ KeR} |

On cherche a résoudre ’équation différentielle
y' () + 4y(z) = sin(3z) e ~1®
On commence par résoudre I’équation différentielle homogéne

/(@) + 4y(x) = 0

Celle-ci admet pour solution les fonctions de la forme xz — Ke =%, oit K est une

constante.
On cherche maintenant une solution de I’équation différentielle avec second membre
sous la forme z — K(x)e ~%*, ott K est une fonction. On a alors

y'(z) + 4y(z) = K'(v)e ~** = sin(3z) e ~**

d’ou K'(z) = sin(3z)
soit K(z) = —COS(T&E) +C

Finalement, I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle est

{x - (K - Cosé?’x)) e lr  Ke R} .
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EXERCICE 1.2

On cherche a résoudre 1’équation différentielle
20%y'(z) +y(z) = 1
On commence par résoudre I’équation différentielle homogéne
22y (z) +y(z) =0
Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme
T — exp <—/%) = Kexp <%)

Ou K est une constante. Cherchons & présent une solution de ’équation différentielle
avec second membre, sous la forme

2 K(z) exp (%)

x
On a alors

y(z) =K(z) exp %

Y (z) =K'(x) exp <%) _ I;E;) exp (%)
dott K'(z) = % exp <%)
On en déduit que K(z) = exp (%)

Finalement, ’ensemble des solutions de I’équation différentielle est

(o (Krom (L))o (L) wem).

On cherche a résoudre ’équation différentielle

zy' () = y(x)(1 — xtanz) + 22 cos x
Commengons par résoudre ’équation différentielle homogéne
2y (z) —y(z)(1 —ztanz) =0

Cette équation différentielle a pour solution

o ([ (2 - ne) )
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En outre /<l —tanu> du:/ldu—/smu du
u u Ccos U

=log|z| + log |cos x|

Les solutions de I’équation différentielle homogéne sont donc de la forme
x — K|z cos x|

ou K est une constante. Afin de déterminer une solution de I’équation avec second
membre, on cherche des solutions sous la forme

x — K(x) |z cos x|
En injectant cette derniére expression dans 1’équation, on obtient
K'(z) |z cosx| = xcosz

Joi K'(z) = T CosT

= — =£
| cos x|

ol € vaut 1 ou —1, selon le signe de x et de cosx :

=1 si ve|—2r—3" opr_T keN
| 2 2
1.7
. 0.7
ou s1 xe_ 5
| 3 5
ou si T € 2kﬂ+§;2kw+§[ keN
. ] T 3
e=-—1 si T € 2k7r+§;2k7r+7[ keN
1 7
. _T.9
ou sl :CE: 5
ou si T € —2]{37T—577T;—2k71'—377r|: keN

La fonction x — ex est une primitive de x — ex, et on en déduit que ’ensemble des
solutions de ’équation différentielle est

‘{x»—»(a:c+K)|a:cos:z:| KER}.‘

EXERCICE 1.3

On cherche a résoudre ’équation différentielle
(2= 1)y +ay+1=0
Commengons par résoudre ’équation différentielle homogéne associée
(2% = 1)y + a2y =0

On a alors

—xdz 1 9 K
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ou K est une constante. Cela veut dire qu’on a

K

2 —1

Vv1—22

si|z|>1

y(z) =
si |zl <1

K

ou encore r) = ———
y(x) STy
e=1 si |zl >1

avee e=-1 si |zl <1

Afin de résoudre I'équation différentielle avec second membre, on en cherche une
solution sous la forme

b KG)
e(x?-1)

K/
11 vient alors (22 =)y +ay = (22 - 1) (2) —_1

e(z? —-1)

2_1 _
soit K'(z) = - 6(250 ) = c
e —1 e(z?2—-1)

On en déduit que K(z) = Arcsin x siJz] <1

K(z) = —Argch(x) si |zl <1
Finalement, I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle est
K + Arcsin z
{x T T2
{ K — Argch z
T ———

2 —1

KER} sifz| <1

KGR}si|x|>1

Afin de déterminer le développement limité de la solution qui vaut 0 en 0, on ne va
pas calculer le développement limité en 0 de la solution trouvée, mais on va utiliser
la formule de Taylor

y' (0 y@0)a®  y@ ()2t y®(0)2®

. / : 5
y@) =y(0) +y' O+ ——+ "+ =+ Ty o (@)

Rappel : formule de Taylor-Young
le développement limité d’une fonction de classe €™ en xq s’écrit de la maniére
suivante

(z — 20)"y"™ (x0)
n!

y(@) = y(wo) + (¥ — z0)y'(x0) + ... +o((z—x0)")

Afin de déterminer les dérivées successives de y, on va utiliser le fait que y est solution
d’une équation différentielle. En évaluant ’équation différentielle en 0, on a

-y (0)+1=0
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d’ou y'(0)=1
On dérive une fois I’équation différentielle, pour obtenir
22y + (¢® — )y +y+ 2y =0

En évaluant cette expression en 0, il vient

On dérive & nouveau I’équation différentielle pour obtenir

(22 = 1)y + 529" + 4y =0
On évalue cette expression en 0, ce qui donne

y?(0) = 4

On dérive encore une fois ’équation différentielle

(22 = 1)y +72y® + 9y =0
et en évaluant en 0, on obtient

y(0) =9y"(0) =0
On dérive une derniére fois I’équation différentielle
(2% = )y® + 9zy™® + 16y =0
et en évaluant en 0, on obtient
y®(0) = 16y (0) = 64

On en déduit le développement limité suivant

22%  82° 5
y(:c)—x+?+1—5+o(x)

EXERCICE 1.4

On cherche a résoudre le systéme différentiel

(n) =2 o)) (o)

Pour résoudre ce systéme, on va chercher un changement de fonctions linéaire et

constant :
(1)-+(2)
U2 Y2

ou P est une matrice 2 x 2. Comme P est une matrice constante, on a

() =r(n)
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Il vient alors

() =r (e 1) () er ()

Afin d’obtenir deux équations découplées, on cherche P tel que la matrice

1 8\ 41
p(21)p

soit diagonale. Pour cela, il suffit que P! soit la matrice de passage entre la base
canonique et une base de vecteurs propres (si une telle base existe). Etudions ainsi
le spectre de la matrice
1 8
(2 7)

Son polynoéme caractéristique est égal &
X?—2X-15

Le discriminant réduit de ce polyndéme est égal a 16, on en déduit que la matrice est
diagonalisable, avec deux racines distinctes qui sont

/\1:—3 et )\2:5

On cherche maintenant les vecteurs propres associés & ces valeurs propres
e Vecteur propre associé a —3

Si (z1,2z2) appartient a espace propre associé a la valeur propre —3, alors

4:171 + 8{E2 =0
2171 + 4$2:0

On en déduit que (2, —1) est un vecteur propre associé a —3.

e Vecteur propre associé a 5
Si (z1,z2) appartient a espace propre associé a la valeur propre 5, alors

—4$1 + 8$2:0
2I1 - 4$2:0

On en déduit que (2, 1) est un vecteur propre associé a 5.

On peut ainsi choisir Pl = ( _21 i )
- 11 -2
d’ou P= 4 ( 1 2 >

On en déduit que les fonctions u1 et us vérifient

() =(0 ) ()0 2) ()
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e Résolution de ’équation en u;
La fonction u; vérifie I’équation

On commence par résoudre I’équation différentielle homogéne
/
u; = —3uy

dont la solution est 2 — Kie 3%, Pour déterminer une solution de I’équation
avec second membre, on cherche une solution sous la forme z +— K (z)e =3%.

On trouve alors

1 1
Ile—3m: Zem_56—3w

1 1
it K == dr _ —
S01 1 1 e 5

On en déduit que I’ensemble des solutions de ’équation en u; est

T e4w
{:v — (Cl ~3 + F) exp (—3x) Cy e R} .

e Résolution de ’équation en us
La fonction wuy vérifie 'équation

1.1
u’2:5u2+zem+§e 3

On commence par résoudre I’équation différentielle homogéne
ub = bug

dont la solution est x — Kae®®. Pour déterminer une solution de I’équation
avec second membre, on cherche une solution sous la forme x — Ka(z)e®®. On
trouve alors

1 1
I b @ -
o€ —46 +2e

1 1 —4T 1_1
soit K’sze 4 +§e 8

On en déduit que I’ensemble des solutions de ’équation en us est

6741 6781

Enfin, en utilisant
(3)-r(2)
Y2 U2

Yy = 2U1 + 2UQ

On obtient ainsi

=2C1e73% 4 2Cqe5* — ge 3% —
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Y2 = —u1 + U2 ; ;
T e e o e
=—Cqe 3T 4 Qoedr - -~ _Z_
D T T ¢
Te e e
=—C1e73% 4 Cgeb® - — -
1 + Gy + B 3 16

Finalement, ’ensemble des solutions du systéme différentiel est

_pe 3T _
x — Cre 3 2 + Cged® 2 + e 8
1 -1 2 1 Iefb’z 6731‘ e”

2 16 8

EXERCICE 1.5

On cherche a résoudre ’équation différentielle

y' — 2y +y=2shx

Rappel
L’équation différentielle
y”—i—ay’—i—by:O

se résout de la maniére suivante. On pose I’équation caractéristique
2 _
r“4+ar+b=0

Si cette équation admet deux racines distinctes r; et 72, alors ’ensemble des
solutions de I’équation est

{2 Ae™® + Be™®  (A,B) € C?)

Si cette équation admet une racine double r, alors I’ensemble des solutions
de I’équation est

{z— (Az+B)e™  (A,B)eC?}

On commence par résoudre I’équation différentielle homogéne
y// _ 2y/ + y — O
Son équation caractéristique est
2 _
" =2r+1=0

et admet 1 pour racine double. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle

est donc
{z+— (Az +B)e” (A,B) e C?}
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Rappel
On cherche a résoudre une équation différentielle du second ordre & coeffi-
cients constants, avec second membre « exponentielle-polynéme » de la forme

y”—i—ay’—i—by:P(:v)e‘”

ol P est un polynéme non nul. Alors la solution générale de cette équation
différentielle est la somme de la solution générale de ’équation homogéne

y'+ay +by=0

et d’une solution particuliére. En pratique, une solution particuliére se
cherche sous la forme z — Q(z)e®* ou Q est un polynome. Le degré de
Q doit étre choisi de la maniére suivante :

e si o n'est pas racine de 12 + ar + b = 0, alors deg Q = deg P.
e si « est racine simple de 72 + ar + b = 0, alors deg Q = degP + 1.
o si o est racine double de 72 + ar + b =0, alors deg Q = deg P + 2.

On récrit I’équation sous la forme
y"—2y'+y=em+e_m
On va successivement chercher une solution particuliére de
y// _2y/+y —e "
puis de y' =2y +y=e®

e solutionde 3/ — 2y +y=e~°
—1 n’est pas racine de 2 — 2r + 1, on cherche donc une solution particuliére
sous la forme x — Ae~*. Il vient alors

y"—2y'+y:4Ae_m —e %

1
On en déduit que A= 1
e solution de y’ — 2y +y =e*
1 est racine double de r? — 2r 4 1, on cherche donc une solution particuliére
sous la forme z — Axz?e®. On a alors

y(z) = Ax?e”
y'(z) =2Aze® + Ax2e”®
y"(z) =2Ae® + 4Aze® + AxZe®

On en déduit que y' =2y +y=2Ae* =e®

1
d’ou A=—
ol 5
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Finalement, ’ensemble des solutions de I’équation différentielle est

—x 2.,—x

+

e

{.I — (K1I + Kg)ex + (Kl, KQ) S RQ} .

Remarque
On cherche a résoudre une équation différentielle du second ordre (pas forcé-
ment & coefficients constants) de la forme

Y+ a(x)y’ + b(x)y = c(x)

Si on connait une solution y; de ’équation homogeéne, alors en cherchant une
solution de la forme

x— y1(2)z(x)
on se rameéne & une équation différentielle du premier ordre en z’. Ceci donne

une autre méthode de résolution des équations différentielles de cet exercice,
ainsi que celle de ’exercice suivant.

On cherche a résoudre
y" — 4y + 3y = re** cosx
On commence par résoudre I’équation différentielle homogéne
y' — 4y +3y=0

Cette équation est une équation différentielle d’ordre 2, & coefficients constants. Elle
admet pour équation caractéristique

r?—4r+3=0

Cette équation a pour racines 1 et —3. On en déduit que ’ensemble des solutions de
I’équation différentielle homogéne est

{,T '—>K1€w+ng_3w (Kl,Kg) S (C2}
On cherche maintenant une solution particuliére de

(24+i)z (2—-1)z
y”—4y’+3y::1762””cos:c:xe 5 e 5

On va successivement chercher des solutions particuliéres de

(2+i)z
Y —dy 43y = 2
(2—-1)z
puis de y' — 4y +3y = e

2
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2+i)z

2
2 +in’est pas racine de 72 — 4r + 3. On cherche donc une solution de 1’équation
différentielle sous la forme 2 — (Az 4+ B)e ®*)%. On a alors

(
e Solution de y"” — 4y’ + 3y = e

y(z) = (Az + B)e 2"
v (z)=((2+1)(Az + B) + A)e )z
y"(z) = ((3 + 4i)Az + (4 + 20)A + (3 + 41)3)6 (2+i)z

1
2iA —-2B =0

On obtient ainsi

A1

soit il

B=-1

On en déduit que .
g T @t

est solution de I’équation différentielle

(2+i)z
M—W+%=m2
re (2—-1)z
e Solution de y"” — 4y’ + 3y = —
Si yg, vérifie
(2+i)z
xe
ys, —4ys, +3ys, = —5—
alors, en conjuguant 1’équation, on obtient
(2—-1)z
_ _ i xe
vs, —4Ys, +30si = —5—

On en déduit que
Tl (e

T —
est solution de I’équation différentielle

re (2-i)z

Y Ay 3y = —
On en déduit qu’une solution particuliére de I’équation homogéne est

r+i . r—1 .
N 2 5 ) b 02 § I et L S A S
¢ 1 ¢ 2 2 2 2

:% (sinax — x cosx)

Finalement, I’ensemble des solutions de 1’équation est
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2x
{x»—»Klez—l—ng?’z—l—eT (sinz — z cos ) (Kl,Kg)GCQ}.

On cherche a résoudre ’équation différentielle
y// _ 2y/+y — 9e®
On commence par résoudre I’équation différentielle homogéne
y' =2y +y=0
qui a pour équation caractéristique
2 _
r*—2r+1=0

qui a pour racine double 1. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle ho-
mogéne est donc

{z — (Az +B)e” (A,B) € C?}
On cherche a présent une solution de ’équation différentielle avec second membre
y// N 2y/+y — %e®

Comme 1 est racine double de I’équation caractéristique, on cherche une solution
particuliére de 1’équation sous la forme 3 : 2 — Az2e®. On a alors

y(z) = Ax?e”
y'(z) = (2Ax + Az?)e”
y"(x) = (2A + 4Ax + Ax?)e”
En injectant dans 1’équation, on obtient

y' =2y +y=2Ae” = 2e”

donc A = 1. Finalement, I’ensemble des solutions de ’équation différentielle est

{z— (Az + B+ z?)e” (A,B) € C?}.

On cherche a résoudre ’équation
y" — 6y + 9y = (32% + 1)e”
On commence par résoudre I’équation différentielle homogeéne
y' =6y +9y =0
qui a pour équation caractéristique
r?—6r+9=0

qui a pour racine double 3. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle ho-
mogéne est donc

{z — (Az+B)e®  (A,B) eC?}
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On cherche a présent une solution de ’équation différentielle avec second membre
y" =6y + 9y = (32° + 1)e3”

Comme 3 est racine double de I’équation caractéristique, on va chercher une solution
particuliére sous la forme y : z +— (Az* + Ba® 4+ Cz?)e?*. On a alors

y(z) = (Az* 4+ Bz + Cz?)e®
y'(x) = (3Az? + (4A + 3B)23 + (3B + 3C)z? + 2Cx)e3”
y"(z) = (9Az* + (9B + 24A)z3 + (9C 4 18B + 12A)z? + (12C + 6B)z + 2C)e3”

ce qui donne

y" — 6y’ + 9y = (12A2* + 6Bz + 2C)e>” = (322 + 1)e>”

1 1
d’ot A== B=20 C=—-
ol 1 5
On en déduit que I’ensemble des solutions de ’équation différentielle est
22
{$D—><AJJ+B+I+?)€3$ (A,B)e@}

EXERCICE 1.6

On cherche a résoudre ’équation différentielle
2%y — 2y =zt cosx
On commence par chercher des solutions de 1’équation différentielle homogéne
22y — 2y =0

Comme suggéré par 1’énoncé, cherchons des solutions sous la forme z +— 2%. On a
ainsi

2o —1)z% —22% =0
d’on a?—a—-2=0
soit a=2 ou a=-—1

On en déduit que s — 1/ et 2 — 2 sont deux solutions indépendantes de I’équation
homogéne. Afin de trouver la solution de I’équation avec second membre, on va
appliquer la méthode de variation de la constante. Pour cela, on commence par écrire
le systéme linéaire d’ordre 1 associé a ’équation ; notons Y le vecteur (y,y’). Alors

r_ 0 1 0
Y _<2/3:2 0 )Y+(:r2cosx)

On cherche des solutions sous la forme

Y=MY1+ XY,
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ol A1 et \o sont des fonctions, et o Y; et Yo sont deux solutions du systéme
homogéne

) 1
. -
Yl = ( 92 ) et Y2 = _‘TL
22
En injectant dans le systéme, on obtient
I ! O
Y1+ A2Ye = z2cosx
1
2
T — /
soit xl (A}>:( 20 )
op g x“cosw
z 2
x
On trouve alors, en résolvant le systéme linéaire
T CoST
A=
! 3
N z*cosz
2 3

Il reste a intégrer ces fonctions. Aprés quelques intégrations par parties, on obtient

A=

(xsinz + cosx)

Wl =

4 3
x*sinx  4x°cosx . .
Ao =— T 3 +4z?sinz + 8z cosz — 8sinz

Finalement, ’ensemble des solutions de I’équation différentielle est

T — (% (rsinx + cosx) + A | 22
(A,B) e C?

n zisine  4adcosz
3 3

8|~

+4xzsinx+8:vcos:v+B)

EXERCICE 1.7

Soit la fonction wu, : (n,0) — r™ cos(nf). Alors on a

% =nr"~! cos(nf)

% =n(n — 1)r"~2 cos(nf)
% = —r"sin(nh)

P = —r™ cos(nbh)

062
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D’ou
0%u, 1 0%u, 1 Ou,
Oor? r2 002 r or
+nr"~2 cos(nd)
=0

On a donc montré que

a2u" + i BQU" + l %
or? r2 002 r or

=n(n—1)r""2cos(nf) — r"2n

2

cos(nb)
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INTEGRATION

EXERCICE 2.1

N
n

1

N
o

1

/2
/ sing dz = [— cosz]]/? =
0

/2 1
1 T
/0 1522 dz = [Arctan (z)], = i
V22 4y
. V2/2 ™
2.1.4 — —[Arcsin z = —
o V1—2a? [ lo 4
/3 /3 o
/ tanxdx:/ e dx[—ln|cosa:|]g/3:—1n‘cosE’:1n2
0 0o Cosx 3
°d
|5 = tmals =1
0 X
4 d 1 V4 1
2.1.7 / L | Cm2e—1]| ==mn|2z— 1]
o 2r—1 |2 . 2
/2 7r/21 _ ) in(2 /2
[ sear= | 1-cos(2a) 4 [f_ sin( f>] _
0 ) 2 2 1 ], 4
/2 71'/21 ) in(2 /2
/ COSQZCCLT:/ de: f—i-sm( 7) _T
0 0 2 2 4 0 4
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EXERCICE 2.2

Rappel : Changement de variables dans une intégrale
Soit ¢ une fonction dérivable qui est soit strictement croissante, soit stricte-
ment décroissante. Alors

@(b) b
/ £(t) dt = / Flo(u) o (w) du
©(a) a

On cherche a calculer

/2
/ sinz cos® z dz
0

Posons t = cosz. Alors dt = — sinzdz. Par ailleurs
siz=0 alors t=1

si:zc:g alors t=0

/2 0 3 0
On en déduit que / sinz cos? x dx = —/ t2dt = — {g}
0 1 1

71’/2 1
Finalement / sinz cos? z dx = 3
0

On cherche a calculer

/7r dx
o 3+cosx
Rappel : changement de variable en ¢ = tan (g)
. T . 2t
Sit=tan (—), alors sing=—
2 14 ¢2
1—¢2
cos T =
° 14 ¢2
2t
tanx = —
. 1 + tan? ad 142
Posons t = tan (5) Alors dt = % dz = dz. Par ailleurs

siz=0 alors t=0
sizx —m alors t— +o00
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T od e 2dt
On en déduit que / 34_% :/ -
T _
0 O (1412 (3 - >

14 ¢2
/ 2dt
3+32+1—12

7 /*"O 2dt
N 4 + 2t2
B +0o0o dt
N 2412 )
T dx t o
— = — |Arctan | —
[t o ()]
T d
Finalement / v = V2
o 3+cosx 4
On cherche & calculer
4 T
/ LA
1V 2 + 4(E
Posons t2 = 2 + 4z. Alors
2tdt = 4dx
Par ailleurs siz=1 alors t=+6

siz=4 alors t=3v2

1o V2429
On en déduit que / 7d:17:/ —dt
a 1 V2+4x NG 8

{t3 215]9"/5
124 8]

:54\/5_6\/6 6\/§+2\/6

24 6 8 8
36\/—
/ 3\/—
V2 4+ 496 2
T 3v/2
Finalement dx =
inalemen /1 NoEwT T )
On cherche & calculer
/1 dx
(T4 22)2
Posons = tant. Alors dz = (1 + tan?t)dt = (1 + 22)dt. Par ailleurs
siz=—-1 alors t¢= —g
T
iz=1 lors t=—
siz alors 1
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1 w/4
d dt
On en déduit que / & :/ —
S (T+a2)?2 Jo a1+ tan®t

w/4
:/ cos? tdt
—7/4

/1 dx 77T+1
_1(1+x2)2_4 2

1
d
Finalement / e g +

On cherche & calculer

-1
dx
T

[

Posons t2 = & — 1. Alors 2tdt = dz. Par ailleurs

siz=1 alors ¢t=0
siz=5 alors t=2

Vo —1 2 o2
de= | ——
s 0 1+t2

2 1
:2/ 1——— | dt
0 1+41¢2

=2[t — Arctan 1]

5
On en déduit que /
1

/ I_ld:c:4—2Arctan(2)
1

T

Finalement

[

-1
dz =4 — 2 Arctan (2)
x

On cherche a calculer
4/3 dx
/3/4 zvx? —1

ERREUR'!

On voit ici que l'intégrale va de 3/4 a 4/3, alors que l'intégrande comporte
Va2 —1, qui n’est définie que pour |z| > 1. On va donc se contenter de
calculer une primitive.

1
Posons « = 1/t. Alors dz = —t—2dt. On en déduit que

— Arcsin (t)

/ dz d / dt
——dr=— [ —— =
zvzx? —1 Vv1—t2
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Finalement / dix = — Arcsin (l>
Va2 —1 x

On cherche a calculer

/2 cosx
- —— dx
o 6—>5sinx+sin“x

Posons t = sinz. Alors dt = — cos zdz. Par ailleurs

siz=0 alors ¢t=0

si:zc:g alors t=1

On en déduit que

/2 cos T ! d¢
: - dr= | o
o 6-—5sinz+sin“x o 1 —5t+6
/1 dt
o (t=3)(t—2)
1
1 1
:/ 1 )y
o \t—3 t—-2
1
t —
)
0

7T/2 3
/ .cos:c ——dr=In2-In|{ -
o 6—5sinz+sin“z 2

t—2
/2 4
Finalement / .cos:v ——dr =1In (—)
o 6—>5sinx+sinz 3

EXERCICE 2.3

Rappel : Intégration par parties
Si u et v sont deux fonctions ¢!, alors

Juto =t~ [ur

On cherche a calculer

1
/ z2e % dx
0

u(r) = 23 d’on o (z) = 322

Intégrons par parties, en posant

v'(z) = exp(—x)  on choisit  v(z)=—e""
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On a alors
1 . 1 1 1
/ e T dx = [—x?’e*ﬂo +/ 3z%e *dr=—— + 3/ z?e % dx
0 0 € 0
Intégrons & nouveau par parties, en posant
u(x) = 22 d’ou u'(x) =2z
v'(x) = exp(—x) on choisit v(z) = —e™*

On a alors

1 1 . 1 4 1
e ®de=—-=+3 [—xQe *x] + 20¢ *dx | = ——+6 | ze *dx
0 e 0 0 e 0

Intégrons & nouveau par parties, en posant

u(x) =z d’ou u’(x) -1
v'(z) =e”" on choisit v(r)=—-e"®
On a alors
! 1
1 4 1 1 1
/ e ®dr =—=+46 <[—xez}(1) —|—/ e T da:> =__16 (__ o4 1> _ __6
0 e 0 o e, -
' 16
Finalement / PeTdr =6 — —
0 e

On cherche & calculer

/ (2% — x) cosz dx
0

Intégrons par parties, en posant
u(z) =22 —x d’ou u'(z) =2x—1
v'(x) = cosx on choisit v(z) =sinx

On a alors
/0 (2® —x)coszdz = [(2® —x)sin:z:]g—/o (2x—1)sinzdx = —/0 2z —1)sinzdx

Intégrons & nouveau par parties, en posant

u(z) =2z -1 d’ou u'(x) =2
v'(z) =sinz on choisit v(z) = —cosx
On a alors
/ (2 —z)coszdz=—[—(2z — 1) cosz|y +2 | coszdx
0

LJo
=(1—-2m)+1+2[sinz]]
=227
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Finalement / (2?2 —x)coswxdz =2 — 27
0

On cherche & calculer

/4
/ cos? x dx
0
Intégrons par parties, en posant
u(x) = cosx d’ou u'(r) = —sinz
v'(z) = cosx on choisit v(z) =sinx

On a alors
/4 4 /4 1 /4
/ cos? z dz = [sinz cos )" + / sin? 2 doz = 3t / (1 —cos®z) dz
0 0 0

On a ainsi trouvé que

/4 1 - /4
/ cos2acd:v=—+——/ cos® z dx
0 2 4 0
/4 1
Finalement / coslzdr == + =
On cherche & calculer
/ Inx dz
0
Intégrons par parties, en posant
u(z) =Inz d’on u'(z) = =
T
v(x) =1 on choisit v(z) =2x
On a alors . .
/ Inz dz = [zInz]; —/ de=e —[z]; =0
0 0
Finalement / Inzxdx =0
0
EXERCICE 2.4
On note

1
I, = / " sin(rz) da
0

et on recherche une relation de récurrence entre I,, et I,,45. L’intégrale I, o est égale &

1
Lyyo = / 2" 2 sin(rx) do
0
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Intégrons par parties, en posant

u(x) = z"+? d’ou u'(z) = (n 4 2)z" !
v'(x) = sin(mx) on choisit v(x) = _cos(rz)
T
On a alors
n+2 1 2 1 1 ) 1
Liio= [_w cos(mc)] nt / z" ! cos(mx)dr = 42 ha / z" ! cos(mx)da
T o T Jo T 7 Jo
Intégrons par parties, en posant
u(z) =zt d’ou u'(z) = (n+ 1)z
v'(z) = cos(mz) on choisit v(x) = sin(r)
T
On a alors
1 2 : n+171 1/t
Lnto==+ nt ([sm(mc):v } ot / x" sin(rz) dz
T T T 0 T Jo
1 2 1
Finalement Lnyo=—— L(Qn—i—) I,
T T

EXERCICE 2.5

Rappel : décomposition en éléments simples
Soient P et Q deux polynémes tels que d°P < d°Q.

e Si (X —0a)"Q(X) et (X —a)"{Q(X), on a

ot X — « ne divise pas Q(X)

e Si (X?+aX+8)"Q(X) et (X2 + aX + 6)" T 1 Q(X), ot X? +aX + 3
est un polynome irréductible (c’est a dire que a? — 43 < 0), on a

P(x) a1x + by asx + by anx + by, 13(:17)

Q@) FractB @raetfr T @rar+ 8 Q)

ot X? + aX + 3 ne divise pas Q.

On cherche a calculer

V22
/ o
0 x4 —1
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Afin de calculer cette intégrale, nous allons décomposer la fraction rationnelle en
éléments simples

1 1 A B
3(A,B =
(4,B) 2-1 (z—1(x+1) :C—1+:v—|—1

En multipliant les deux membre de 1’égalité par (z — 1), puis en évaluant en x = 1,
on obtient

1
A=<
2
En multipliant les deux membre de I’égalité par (z + 1), puis en évaluant en x = —1,
on obtient )
B=--
2
) 1 1 1 1
soit — == —
22—-1 2\z—-1 z+1

Il vient alors, en calculant une primitive de chacun des éléments simples

V22 17 |z—1[1V?
/ 2—df13':— hl
o x2—1 2 | |z+1l,
1. |vV2-2
=—In
2 |V2+2
1 _ 2
1, V-2
2 4—-2
V22 g 1
/0 o dx:iln(3—2\/§)
V22 g 1
Finalement /0 o dz = B In(3 — 2v/2)

On cherche a calculer

0 x+1
/_1 @ D@22

Afin de calculer cette intégrale, nous allons décomposer la fraction rationnelle en
éléments simples

z+1 A B C
- -

(A, B, C) x-D@—-22 z-1 z-2 (x-2)72

En multipliant les deux membre de 1’égalité par (z — 1), puis en évaluant en x = 1,
on obtient

A=2

En multipliant les deux membre de I’égalité par (z — 2)2, puis en évaluant en = 2,
on obtient

C=3
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Enfin, en multipliant par = chacun des membres et en prenant la limite en +oo, on
obtient
A+B=0 soit B=-

Il vient alors, en calculant une primitive de chacun des éléments simples

0 0
rz+1 2 2 3
= dr= . d
‘/_1(17—1)(56—2)2 v ,/_1<ZC—1 ZC—2+(;C—2)2> z
z—1[1° 3 1°

21n 4=
xr—2 1 r—2 1
——2ln2+21n3—21n2+<g—1)

0
r+1 1
—  _dr=—-4In2+2n3+ -
/1<x—1><x—2>2 ToTAmEEnity

0
. Tz +1 1
Finalement /_1—(96 TP dr=—4In2+2In3 + B

On cherche a calculer

1
Tz +1
/ e
gt t+a+1
Dans cette fraction rationnelle, faisons apparaitre la dérivée de 2 — 22 +x + 1 au
numérateur

x+1 1 2x+2 1( 2r + 1 1 >

x2+x+1:§x2+x+1_§ :102+x+1+:v2—|—x+1

Il vient alors
1 1 1
1 1 2 1 1 1
JRRECIE Y =S L T
22+ ax+1 2) 122 +x+1 2/ 122 +x+1

1/t 1
= [111(;1:2_'_:54-1)}1_14—5/ ——dx

N =

1 1!
—5[1n(:102+:6+1)] +§/ dz
<\/§>
x__ Vo
2
1
_m3 12 x__
= 5 5 Arctan
-1
1n3 1 1

| + o (Amn % _ Arctan (_%»
n_3 L(ﬁ _)
VAN

/1 r+1 1 1n3+ T
T Qe=
a4z +1 2 23
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1
1 In3

Finalement / f;d;p: D_+L

i 441 2 2\/§

On cherche a calculer

/ ¢ dx
o (224 2z +2)2
Cette fraction rationnelle est déja décomposée en éléments simples dans R, car le

polynéme au dénominateur est irréductible dans R. On peut récrire cette intégrale
comme suit

N dz N dx
[t [y

et comme on ’a vu a l'exercice 2.3, question 4, il suffit de chercher un changement
de variable en tan. Posons donc

r+1=tant
d’ou dr = (1 +tan?¢t) dt
T
Par ailleurs sizx=0 alors t= 1

siz=e alors ¢=Arctan(l+e)

Il vient alors

/c dx _/Arctan(1+c) 1+tan2t "
o (@2+22+2)2 [, (1+ tan®t)2

Arctan (1+e) d+
- /77/4 1+ tan?t

Arctan (14e)
= / cos? t dt
T

B /Arctan (14e) 1+ COS(2t)
/4 2
t, sin(2e)] e e
L
2 4 /4

A t 1 1 rctan e
_ Arc an(l+e) n : [sin(2t)]j:/4t (14¢)

2
/° dz _Arctan(l1+4+e) 7 n sin(2 Arctan (1 +e)) — 1
o (B2 +22+2)2 2 8 4

dt

2ta
Enfin, on sait que sin(2z) = 711127
1+tan“z

2(1
On en déduit que sin(2 Arctan (1 4¢)) = %
e

Finalement

/e dz _ Arctan(l+e) e?
o (22 +22+2)2 2 8 4(2+42e +e2?)
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CALCUL MATRICIEL

EXERCICE 3.1

Rappel : familles libres, familles liées

- = = —
On dit qu’une famille (V 1, Vo, V3,..., Vi) est libre si
— — — —
AMVi+XVeo+X3Vs+... V=0 - AM=X=---=X;=0
- = = —
On dit qu’une famille (V1, Vo, Vs,..., Vi) est lide si elle n’est pas libre,
c’est a dire

— — — —
3()\17/\%”-)\1@) #* (0,0,...,0) tel que M1 Vi4+XVao+A3V3+... V=0

En pratique, pour déterminer si une famille est libre ou liée, on pose le sys-
téme
— — — —
AMV1i+XVo+X3Vs+... V=0

et on le résout. Si le systéme admet une seule solution, alors la famille est
libre, alors que si le systéme admet plusieurs solutions, la famille est liée.

On cherche & savoir si la famille
(2,3,0,5) (0,1,0,4) (1,1,0,2)
est libre ou liée. Soient A1, A2 et A3 tels que
A1(2,3,0,5) + A2(0,1,0,4) + A3(1,1,0,2) =0
En écrivant la derniére égalité coordonnée par coordonnée, on obtient le systéme

2\ + A3 =0
(2) 3M 4+ A+ A3 =0
A1 + 44X + 2X3=0

On a alors les équivalences suivantes

2\ + A3=0
()<= (3 + A =0 Ly« Ly—1;
A1+ 4 =0 Lg+« L3z—2L;
21 + A3=0
() =1{ 30 + A —0
—11)\1 =0 L3<—L3—4L2

Alors, nécessairement, A\y = Ay = A3 = 0.

La famille est donc libre.
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On cherche a savoir si la famille
(—5,2,8,-16) (-5,3,17,—14) (1,1,11,6)
est libre ou liée. Soient A1, A2 et A3 tels que
A(=5,2,8,—16) + A2(—5,3,17,—14) + A3(1,1,11,6) =0

En écrivant la derniére égalité coordonnée par coordonnée, on obtient le systéme

—5\1 — Bl 4+ A3 =0
(2) 21 + 33X + A3 =0
81 + 17X 4+ 11X3=0
—16A1 — 14Xy + 6X3 =0
—bA1 — Bl 4+ A3=0
7A1 + 8)\2 = O LQ — LQ — Ll
(B =1 6n + 720 —0 Ly« Ly 11L,
14Ny + 16)X; =0 Lsj+—Lsy—6L;

On remarque que la troisiéme ligne est égale a 9 fois la deuxiéme, tandis que la
quatriéme est égale a 2 fois la deuxiéme. On peut donc supprimer ces deux lignes,
d’ott

—5A1 — B + A3=0
(%) { T2 4+ 8Xs =0

A3
() :}{ Mo+ e =5
A1 + 8X2=0

A
Mo+ =2
() = 57)\3
/\QZ—T L2<—L2—7L1
o
() = T
N, A3
75

Le systéme admet donc une droite de solutions, ce qui veut dire que

| La famille est liée. |

On cherche a savoir si la famille
0,1,2,-1) (1,2,-1,0) (0,2,-1,1) (4,6,1,3)
est libre ou liée. Soient A1, A2, A3 et A4 tels que
A1(0,1,2, 1) + A2(1,2,—-1,0) + A3(0,2,—1,1) + \4(4,6,1,3) =0

En écrivant la derniére égalité coordonnée par coordonnée, on obtient le systéme

A + 4X4=0

(=) A1+ 2X + 2X3 4+ 6M4=0
201 — A2 — A3 4+ M =0

-\ + A3+ 3\=0
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On a alors les équivalences suivantes

A1 + 2\ 4+ 23
(2) = A2

221 — A — A3
—A1 + A3
A1+ 22X+ 223 +
A2 +
(%) = — 5\ — B5\; —
2X s 4+ 3A3 +
A+ 22X+ 23+
A2 +
(3) = SV
3A3 +
A1+ 2X + 2X3 +
A2 +

(¥) = ~ 32
33+

+ 6)\4:0 L1<—>L2
+ 4)\420 L1<—>L2

+ X =0
+ 3X=0
6Xs =0
40 =0

11M4=0 L3+« L3 —2L,4
9)\4 =0 L4<—L4+L1

6X4=0
424 =0
9)\4:0 L3 <—L3+5L2
M =0 Ly« Ly—2Lo

6MAs=0
40 =0

=0 L3<—L3—9L4
Ay =0

On en déduit que A\ = Ay = A3 = Ay = 0, donc que

La famille est libre.

EXERCICE 3.2

dans la base canonique. Alors

Rappel : changement de base
Notons Vi,Vs,...,V, les vecteurs colonnes d’une base B’ exprimés dans

soit X = (Vl |V2| e |Vn)

-
la base canonique. Soit V un vecteur de R™. Notons X'(z,25,...,2),). les

— —
coordonnées de V dans B’. Notons X(z1, s, ...,z,) les coordonnées de V

X =2)Vi +24Va + -+ 2V,

=PX/

La matrice de passage de la base canonique a la base (e, €2, e3) est égale a

1
1
1

1 1
1 2
2 3
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Afin de déterminer les coordonnées de (5, —1,3) dans la base (eq, e2, e3), résolvons le
systeme
A+ X 4+ A3 =5
(Z)s A+ A 4+ 2x3=-1
A1+ 22X 4+ 3XA3=3

On a alors les équivalences suivantes
A+ A 4+ A3 =5

(2)<:> A3 =—6 Lo «—Lo—14
)\2 + 2)\3 =-2 L3 — L3 — Ll

A =1
(2)<:> Ao =10
A3 =—6

Le vecteur (5,—1,3) admet (1,10, —6) pour
coordonnées dans la base (eq, ea, e3).

Afin de déterminer les coordonnées de (2,3, —1) dans la base (e, ea, e3), résolvons le
systéme
A+ A+ A3 =2
(Z)s M+ A 4+ 2X3=3
A1+ 22X 4+ 3N=-1

On a alors les équivalences suivantes
A+ A+ A3 =2

(2);} Ag =1 Lo «— Loy —14
Ao + 2A3=-3 Ly L3s—1,

A1 =6
(2)<:> Ao =-5
A3=1

Le vecteur (2,3,—1) admet (6, —5, —1) pour
coordonnées dans la base (e1, e, e3).

EXERCICE 3.3

Rappel : Produit matriciel

Soient deux matrices A et B. Notons na et ng le nombre de lignes respectif
de A et de B, et ps et pg le nombre de colonnes. Alors le produit A x B est
défini si et seulement si pa = ng. On a alors

PA
(A X B)i_’j = ZAi,kBk,j
k=1

D’une maniére générale, le produit de deux matrices n’est pas commutatif :
si le produit A x B est défini, B x A n’est pas forcément défini, et méme
lorsqu’il est défini, on a en général A x B # B x A.
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Rappel : Associativité
on dit qu'une opération * est associative si

Ya, b, c (axb)xc=ax(bxc)
On peut alors noter ce produit sans parenthése : a * b * c.

Notons A, B et C les matrices

1 2 -1 6 2
A_(_45) B_<8 03) c—[ 3 o
Alors on a
17 -6 -8 5 3
AXB_<44 24 —23) ot BXC_<39 —11>
Et finalement

73 =25
(AxB)xC_Ax(BxC)_<175 —67>

EXERCICE 3.4

Méthode de calcul d’un déterminant

D’une maniére générale, pour calculer un déterminant, on conseille de faire
apparaitre un maximum de 0 sur une ligne ou une colonne & 'aide d’opé-
rations sur les lignes et les colonnes, puis de développer par rapport a cette
ligne ou cette colonne.

Par ailleurs, on rappelle que la régle de Sarrus ne fonctionne qu’en dimen-
sion 3.

On cherche & calculer le déterminant

2 -1 0
Ar=| -1 2 -1
0o -1 2

0 3 —2| L;+—Li+2Ly

On cherche a calculer le déterminant suivant

1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20
1 5 15 35

Ay =
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1 2 3 4
Ao — 01 3 6 L2<—L1—L2
710 1 4 10| Ly« Lz—1Lo
0 1 5 15 L4<—L4—L3
1 3 6
=1 4 10
1 5 15
1 3 6
=0 1 4 L2<—L2—L1
0 1 5 L3<—L3—L2
1 4
Ao=|y 5‘

On cherche a calculer le déterminant suivant

-1 1 1 1
1 -1 1 1
As=| 1 1 1 1
1 1 1 -1
-1 1 1 1
A 0 0 2 2 L2<—L2—|—L1
3710 2 0 2| Ly—Ls+1,
0 2 20 L4<—L4+L1
0 2 2
=—2 0 2
2 2 0
HHEH
2 0 2 2
Ay =—16
A = —16

EXERCICE 3.5

Méthode d’inversion d’une matrice
On peut inverser une matrice d’au moins deux maniéres

1. En résolvant un systéme linéaire n x n.

Notons (x1,x2,...,2,) un vecteur X, et (y1,y2,...,yn) un vecteur Y.
On résout le systéme
AX =Y

en X (c’est a dire qu’on suppose connu Y, et qu’on cherche a exprimer
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chacun des z; en fonction des y;). Alors a la fin de la résolution du
systéme linéaire, on obtient une relation linéaire de la forme

X =BY

La matrice B est I'inverse de la matrice A.

2. En utilisant la comatrice

On a la formule Al = comA

Ly
det A

ol comA est la comatrice de A, c¢’est a dire la matrice de ses cofacteurs.
Les cofacteurs C; ; de A sont, au signe preés, les mineurs A; ; de A :

Cij = (1) Ay,

Le mineur A; ; est le déterminant de la matrice A & laquelle on a 6té
la ligne ¢ et la colonne j.

D’un point de vue informatique, aucun algorithme n’implémente la méthode
avec les cofacteurs, car elle est trop cotiteuse en calculs. En pratique, elle
n’est efficace qu’avec les matrices 3 x 3. Pour les dimensions supérieurs, on
n’utilisera que la méthode consistant & résoudre un systéme linéaire.

Nous voulons inverser la matrice

Pour cela, nous allons inverser le systéme suivant

2r1 — @2 =11
()< —z1 4+ 222 — x3 =Yy
- ®2 + 2x3=1y3

On a alors
2r1 — @2 =10
3 1 1
(2)<:> §$2 — xr3 =12 “+ §y1 LQ — L2 + §L3
- 1z + 213=1Y3
2r1 — @2 =1
3 1 1
— 3%z — I3 =ltou Ly — Lo+ s Lg
4 1
sT3=ys+sy2+ sy Lz—Lz+ Lo
3 3 3 3
EEIE T
T1=—-U1 2y2 4y3
1
()= 2=z +y2+ Y3
2
bl
Ty =— — -
3 43/1 2y2 4y3

On en déduit que
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3 1 1
2 —1 0 \ 11 2 ‘11
0 -1 2 R
1 2 1

Nous voulons inverser la matrice

1
2
0

N DN

3
2
3
Pour cela, nous allons inverser le systéme suivant

1 + wm2 + 3xz3=uy1

(2) 2561 + 2172 + 2563 =1Y2
2y + 3r3=y3

On a alors
r1 + 22 + 3r3=y;
(2)<:> — 41‘3=y2—2y1 Lo «— Lo — 214
29 + 3x3=y3
1 +3 1
Ti=—-Yr T 5Y2 — 5Y3
4 2
— 3 f3 +1
Ty =—— — —
2 4y1 8y2 2y3
1 1
T3==Yy; — —
3 2yl 4y2
On en déduit que
1 3 1
11 3\ " 43 g 12
2 2 2 = _2 2 z
0 2 3 14 81 2
- — 0
2 4

EXERCICE 3.6

Rappel : inverse d’une matrice 2 x 2
La matrice ( a b >
c d
a pour inverse 1 d —b
P ad—bc \ —c a

Tenant compte du fait que cos? ¢t 4+ sin®t = 1, on obtient
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cost —sint \ ' [ cost sint
sint  cost ~\ —sint cost
Tenant compte du fait que ch?t —sh?¢ = 1, on obtient
cht sht\ ' [ cht —sht
sht cht ~\ —sht «cht
Tenant compte du fait que ch?t—sh?¢=1, on obtient

sht cht _1_ —sht «cht
cht sht - cht —sht

EXERCICE 3.7

Rappel : Valeur propre/Vecteur propre
On appelle valeur propre un complexe A tel que

IX A0  AX =X

Dans ce cas, X est appelé un vecteur propre.
Les valeurs propres sont les A tels que (A — Al,) n’est pas inversible. On en
déduit que A est une valeur propre, si et seulement si

det(A — AI,,) =0

Le polynome P(A\) = det(A — AL,) est appelé polynome caractéristique.
Dans la pratique, on commence par calculer le polyndéme caractéristique, et
on calcule ses racines, ce qui donne les valeurs propres. Les vecteurs propres
sont obtenus en résolvant le systéme

(A= AL)X =0

ol A\ est une valeur propre.

On recherche les éléments propres de la matrice

2 0 4

3 —4 12

1 -2 5

Commengons par calculer le polynéme caractéristique de cette matrice

2-X 0 4
X(X) = 3 —4-X 12

1 -2 5-X

—-4-X 12 3 —4-X
—@=X) L, 5% +4‘1 —2 ‘

(2= X) (X +4)(X —5)+24) +4(—6 + X +4)
(2-X) (X2 —X +4—4)
X(2-X)(X —1)
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On en déduit que |Les valeurs propres de la matrice sont 0, 1, 2

Déterminons & présent les vecteurs propres associés & chacune de ces valeurs propres
e Espace propre associé a 0
Afin de déterminer I'espace propre associé a 0, résolvons le systéme

221 + 4dx3 =0
(2) 3$1 — 41’2 + 12,@3 =0
T — 2%2 + 5263 =0
On a I’équivalence suivante
2171 + 4173 =0
(2) — 1 + 2x3=0 Lo+ Lo —2L
1 — 2x9 + bxr3=0

La premiére et la deuxiéme ligne sont les mémes, donc

€1 + 2x3=0
() = {1‘1 — 2x9 + bx3=0
c’est a dire que
T = —2263
¥ = 3
T = 5 I3

‘ (—4,3,2) est un vecteur propre associé a 0

e Espace propre associé a 1
Afin de déterminer ’espace propre associé a 1, résolvons le systéme

X1 + 4563 =0
(2) 3$1 — 51’2 + 12,@3 =0
Ty — 2x9 + 4dx3 =0
On a I’équivalence suivante
X1 + 4x3=0
(2) e rT — 5172 =0 LQ — LQ — 3L1
- 2172 =0 L3 — L3 - Ll

c’est a dire que

1'220

(5) { z1 = —4x3

‘ (—4,0,1) est un vecteur propre associé a 1.

e Espace propre associé a 2
Afin de déterminer ’espace propre associé a 2, résolvons le systéme

—|— 4563 :O
(2) 3$1 — 61’2 + 12,@3 =0
gy — 219 + 3x3 =0
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c’est a dire que

) = {n2on

1‘3—0

‘ (2,1,0) est un vecteur propre associé a 2.

La matrice de passage est égale &

-4 -4 2
3 0 1
2 1 0

Il reste a inverser cette matrice. Pour cela, on va résoudre le systéme linéaire

dxry — 4dxy 4+ 2x3=1
(2) 4 3z + T3 =2
2561 —|— X9 = y3

On a alors les équivalences suivantes

4561 — 4562 + 21?3::91
1 1
(2) = 1+ 2w =Y 5u L2<—L2—§L1
2r1 +  x2 =Y3
4561 — 4562 + 21?3::91
< 1 —+ 2562 =12 — §y1
— 3562 =Y3 — 21]2 + Y1 L3 — L3 — 2L2
On trouve ainsi
1 1 n 2
rT1==-Yy — = -
1 6 Y1 3 Y2 3 Ys
1 2 1
(¥) = T2=—git Y= U
T3=—5 U1 +2y2 —2y3
1 1 2
6 3 3
soit Pl= —l 2 —1
3 3 3
1
- 2 -2
2

On recherche les éléments propres de la matrice

1 4 2
0 -3 -2
0 4 3
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Commengons par calculer le polynéme caractéristique de cette matrice

1-X 4 2

xX=| 0 —3-x -2
0 4 3-X

—3-X -2
==Xy 3—X}

(1-X)(X2-9+38)
~(X-1)%(X+1)

On en déduit que| Les valeurs propres de la matrice sont —1 et 1. ‘

Déterminons a présent les vecteurs propres associés & chacune de ces valeurs propres
e Espace propre associé a —1

Afin de déterminer ’espace propre associé & —1, résolvons le systéme

2561 —|— 4172 + 2563 = O
(2) — 2$2 — 21‘3 =0
4res + 4x3=0

Le systéme (X) est équivalent a

r1 -+ ZCQZO
i) + ZC3:O

‘ (1,—1,1) est un vecteur propre associé a 2.

e Espace propre associé a 1
Afin de déterminer ’espace propre associé & —1, résolvons le systéme

4y + 2x3=0
(2) — 41‘2 — 2$3 =0
4y + 2x3=0

Ce systéme est équivalent &
2172 + T3 = O

On en déduit que

‘ (1,0,0) et (0,2, —1) sont deux vecteurs propres associés a 1.

On en déduit la matrice de passage suivante

Il reste a inverser cette matrice. Pour cela, on va résoudre le systéme linéaire

T1 + x3=1y1
(%) 29 — T3=1Y2
- T2 + x3=Y3
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On a alors les équivalences suivantes

x1 + x3=U
(2) = Z9 =y2+y3 Lo« La+1Ls
— X2 + I3=Y3
D’ou
T1=yY1 — Y2 — 2y3
T2 =Y2 + Y3
T3 =1y2 + 2y3
1 -1 =2
soit Pl = 0 1 1
0 1 2

On recherche les éléments propres de la matrice

-2 -2 1
-2 1 =2
1 1 -2

Commengons par calculer le polynéme caractéristique de cette matrice

—2-X -2 1
XX)=| -2 1-X -2
1 1 —2-X

1-X -2 —2 -2 —2 1-X

__(X+2)' 1 o—a-x | P21 2ox |1 ‘

=—(X+2)(X=1)(X+2)+2)+2(2(X+2)+2) -2+ X -1
=—(X4+2)(X2+X)+5X+9
XX)=-X3-3X2+3X+9

—3 est racine évidente du polynéme. Le polynoéme se factorise alors sous la forme

X(X) = —(X +3)(X* - 3)

On en déduit que ‘ Les valeurs propres sont —3, /3, —/3. ‘

Déterminons & présent les vecteurs propres associés & chacune de ces valeurs propres
e Espace propre associé a —3
Afin de déterminer ’espace propre associé & —3, résolvons le systéme
€ — 29 + x3 =0
(X)q 21 + 4dxe — 223=0
1 + 22 + x3 =0

Le systéme (X) est équivalent a

X — 2562 + IgZO
0=0 L2<—L2+2L1
329 =0 Ls«—L3—-1Ly

On en déduit que

‘ (1,0, —1) est un vecteur propre associé a —3.
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e Espace propre associé a /3

Afin de déterminer Iespace propre associé a v/3, résolvons le systéme

+
+

—(2 + \/5)171
—21‘1
Z1

(%)

On a les équivalences suivantes

—I7 — 2(2 — \/3):102

L=< 211 +  (1-V3)x
X + X9

—I1 — 2(2 — \/g).%'g

— (9 — 5v3) 2

(=3 +2V3)zo

2172 —|— I3 = O
(1—+3)zy — 223 =0
o - (2 + \/3)563 =0

+ (2—\/§)$3=0 Ly <—(2—\/§)L1
— 2$3 =0

— (2 + \/3)173 =0

+ (2-V3)a3 =0

+ (=6+2v3)23=0 Lo« Ly — 2L,

2\/§$3

=0 Lz« Lo+14

Les deux derniéres lignes sont proportionnelles (¢a ne se voit pas forcément,
mais le déterminant des deux derniéres lignes est nul). On en déduit que

On en déduit que

1 3
<—§, 1,1— §> est un vecteur propre associé a v/3.

e Espace propre associé a —/3

Afin de déterminer I’espace propre associé a —+/3, résolvons le systéme

—(2—V3)x
—21‘1
T

=) ;
+

On a les équivalences suivantes

—X1 — 2(2 + \/g)IQ

L=< 211+ (1+V3)x
X + X9

2 2(2 + \/g).%'g

— (9 + 5v3)29

(—3 — 2\/3)562

2172 —|— I3 = O
(1+v3)ze — 223 =0
X9 — (2 — \/§)$3 =0

+ (24+V3)a3=0 L; — (2+V3)L,

2$3 =0
(2 — \/3)173 =0

+  (2+V3)a3 =0
+ (—6 — 2\/3)1‘3 =0 Lo« Lo —2I4
+ 2v/3z3 =0 Ly« To+1I4

Les deux derniéres lignes sont proportionelles (ga ne se voit pas forcément, mais
le déterminant des deux derniéres lignes est nul). On en déduit que

1

T1=—=29
2

x3=<1+\/7§> To
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On en déduit que

2 2

1 3
<——, 1,1+ £> est un vecteur propre associé a —v/3.

On peut donc choisir, comme matrice de passage

1 1

1 _Z _Z

2 2

P= 0 1 1
-1 1-— @ 1+ @
2 2
Il reste a inverser la matrice de passage P. Pour cela, on va résoudre le systéme
1 1

rr = 3 T2 - 3 L3 =W
(%) x2 + T3 =Y2

—-xr1 + <1—§> To + <1+§) T3 =1Y3

On a alors les équivalences suivantes

1 1
rr = 5582 - T3 =W
(2)<:,> Xro T3 =1Y2
1-3 1+/3
5 2 5 z3=ys+y1 Lz« Li+Ls
rL — ZT2 — PRUE =l
2 2
A z2 + T3 =Y2
-t (24—1\/§)x3:(1+\/§)(y3+y1) Ly — (14+V3)Ls
X1 - — T2 — — I3 =11
2 2
= T2 + T3 =Y2
(B+V3)r3=(1+V3)(ys +vy1) +y2 Lz L3+ Lo
Il vient alors .
x1:y1+§y2
V3 3+V3 V3
fzz—?yl 6 yz—?y:’,
VA 3-V8
3= 3 U 6 Y2 3 Ys
1 3 0
Finalement Pl = —ﬁ 3+6\/§ _ﬁ
sV Vs
3 6 3
On recherche les éléments propres de
2 -2 1
1 3 1
0o 1 2
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Commengons par calculer le polynéme caractéristique de cette matrice

2-X =2 1

xX)=| 1 3-X 1
0 1 2 - X
1 -2 1
=@2- X} 2-X | | 1 2—X‘
=(2-X) (X -3)(X —2)—1)—2(X—2)+1

=-X-3)(X-2)2+(X-2)—2(X-2)+1
=-(X-3)(X-2?+(3-X)
=—(X=3)(X-2)*+1)

X(X)=—(X = 3)(X? - 4X +5)

3 est valeur propre de la matrice. Les autres valeurs propres \ vérifient

A=22+1=0

donc A= 241

Les valeurs propres sont 3, 2 +1i et 2 —i.

Déterminons & présent les vecteurs propres associés & chacune de ces valeurs propres
e Espace propre associé a 3
Afin de déterminer I'espace propre associé a 3, résolvons le systéme

—X1 — 2172 + Tr3 = 0
(2) €1 + x3=0
X9 — XI3= 0

Le systéme (X)) est équivalent a

—11 - 2 + a3 =0
(2) — — 2x9 + 2x3=0 Lo+« Lo+1;
X9 - T3 =0

On en déduit que

‘ (—=1,1,1) est un vecteur propre associé a 3.

e Espace propre associé a 2 + i
Afin de déterminer ’espace propre associé a 2 + i, résolvons le systéme

—iry — 219 + x3=0
(2) €1 + (1 — i)xg + x3=0
o - i.ng =0

Le systéme (X) est équivalent a

—iIl — 2562 + I3 =0
(3= (I+i)xe + (1—1)z3=0 Lo« Ly—ily
To — ixzg =0
@{xlz.—(“i)x?’
To =13

On en déduit que

‘ (=(2+1),1,1) est un vecteur propre associé a 2 + i.
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e Espace propre associé a 2 —i

Si A est une matrice réelle, A une valeur propre complexe de A et V un vecteur

propre associé a A, alors
AV =)V
En conjuguant, il vient AV = \V

On en déduit que A admet V comme vecteur propre. Ainsi

‘ (—(2 —1),—1,1) est un vecteur propre associé a 2 — i.

—1 —(2+i) —(2-1)
P= 1 i —i
1 1 1

On en déduit que

Il reste & inverser la matrice P. Pour cela, on résout le systéme

—X1 — (2 + 1)172 — (2 — 1)173 =
(E) X1 + iZCQ — i.ng =Y2
1+ Z2 + T3 =Y3

On a alors les équivalences suivantes

—XT1 — (2 + I)CCQ — (2 — 1)563 =1
(2)<:> — 2562 — 2563 :y2+y1 L2<—L2+L1
- (I+ize - (I—-i)zg=ys+y1 Ls—Ls+L;
—I1 — (2 + i)l’g — (2 — 1)1'3 =1
— 2z - 23 =y2+
= , 1—i 141
2ixy = Y1 — Y2 + Y3
1 1 2 2
x1=§y1+§y2+y3
—141i 141 i
4§ T2= Y1 — Y2+ S Ys
4 . 4. 2
1+1 1-—1 1
€T3 = — 4 yl_Ty2_§y3
1 1
3 3 . L
Finalement Pl = —1 i — 1+i !
4 4 2.
1+i 1—i i
4 4 2

EXERCICE 3.8

Afin de résoudre ce systéme linéaire, on va utiliser le pivot de Gauss

r + 2y + 3z + t=3
r + 4y + S5z + 2t=2
()< 2z + 9y + 8 + 3t=7
3z + Ty + Tz + 2t=12
o + Ty + Tz + 2t=20

L3<—L3—

141

Lo
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On a alors le équivalences suivantes

z + 2y + 3z + t=3 Ly
2y + 2z + t=-1 L2<—L2—L1
(B) = 5y 4+ 22 + t=1 Ly Ly—2L,
y — 2z — t=3 Ly — Ly — 3Ly
— 3y — 8 — 3t=5 L5 — L5 — 5L1
z + 2y + 3z + t=3 Ly
y - 2z - t =3 L2 — L4
2y + 22 + t = —1 L4 — L2
— 3y — 8 — 3t=5H Ls
r + 2y + 3z + t=3 Ly
y — 2z — t=3 Lo
— 6z + 3t=-7 Ls «— Ly — 2L,
12z 4+ 6t=-14 L4 — L4 - 5L1
~ 14z — 6t=14 Lse— Ls+3L,

On peut éliminer la quatriéme ligne, qui est proportionnelle & la troisiéme ligne. Ainsi

r + 2y + 3z + t=3 Ly
y — 2z — t=3 Lo
()= 62 + 3t=-7 Ls
— 14z — 6t=14 14
z + 2y + 3z + t=3 Ly
y — 2z — t=3 Lo
— 6z + 3t=-T7 L3<—L3—2L1
7 7
t=—- L L -L
3 T 4+3 1
r=4
2
y=3
3
— 2=0
7
t=—=
3

Le systéme admet une seule solution qui est

2 7
r=4 y=3 z=0 t:—g

EXERCICE 3.9

On étudie le systéme

A1 + a2 + x3 =a
T1 + Ao 4+ x3 =a
T1 + X2 4+ Arz=a
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Afin de déterminer le nombre de solutions éventuelles de ce systéme, on en calcule le
déterminant.

A1l
A1 11 11
1A 1=\ -

L1 ‘1)\“1)\‘4—‘/\1‘
A2 1)~ (A= 1)+ (1—N)
“AM2 - 1) -2\~ 1)
“AA—D)(A+1)—2(A—1)

On en déduit que le systéme admet une et une seule solution si et seulement si A # 1
et A #£ —2.

e Six=1
le systéme s’écrit alors

r1 + x2 + x3=a
r1 + X2 4+ x3= a?
r1 + X2 4+ x3= a®

Le systéme admet des solutions, si et seulement si
a=a’>=a’
c’est & dire si et seulement si

a=0 ou a=1

On en déduit que

Sia# 0 oua 1, alors le systéme n’a pas de solution.
Sia=0et a=1, alors I’ensemble des solutions est

{(x,y,a—:v—y) (x,y)ERQ}.

e Si A = —2 le systéme s’écrit alors

—2xr1 4+ x2 4+ x3 =a
T — 29 4+ x3 =a
T + x2 — 2z3=a

2
3

En additionnant les trois lignes, on obtient
a+a’+a>=0
ceci est possible, si et seulement si
2im 2im

a=e 3 ou a=e 3 ou a=0

Dans ce cas, le systéme est équivalent a

T — 229 4+ ax3=a>

{ —2r1 4+ T2 4+ z3=a
ou encore, en remplagant la premiére ligne par Ly + 219

— 32y + 3z3=a+2d?
1 — 2xe + x3 =da?
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soit )
a+ 2a
T3 =12xT2 +
) 3
a‘ —a
ZC1:ZC2+ 3

On en déduit que

Sia#0etaz# e eta #+ e#, alors le systéme n’a
pas de solution.

im —2im

. 2
Sia=0oua=e™3 oua=e 3 ,alors I'’ensemble des
solutions est

2 2
(o2t s 22 g}

Dans le cas général, on peut inverser le systéme. Dans ce cas, nous allons utiliser
la formule

e Cas général

Al = ! ‘com(A)

det A
On a alors
Al 1 1 A
1 A 1 A 1 1
1 1 Al Al
com(A) = —1 4 ) 1 A 111
1 1 _ Al Al
Al 1 1 1 A
Soit, en calculant les neuf déterminants
A+1 0 =1 -1
com(A)=(A—1) -1 Ax+1 -1
-1 —1 A+1

On trouve finalement

A+ 1)a—a®—a®
xr1 =
A2+ A =2
—a+(A+1)a*—a’
S Cp g
—a—a?+(\+1)a®
€raq =
° A2+ A—2




