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1. RAPPELS FONDAMENTAUX D’ALGEBRE LINEAIRE

Par définition, A est hermitienne si et seulement si
A=A
Soit A une matrice symétrique : ‘A = A. On en déduit que

A est hermitienne

1rey

Si A est une matrice symétrique, alors

(Az|y) = ' (AX)Y = 'X'AY = 'XAY = (z|Ay)

Rappel On dit qu’une matrice symétrique S est définie positive si

1. VXeRn® XSX >0
2. 'XSX =0 <= X=0

Une telle matrice peut permettre de définir un produit scalaire

(X,Y) e R" x R" — ‘XSY e R

Si A est une matrice réelle quelconque, alors

(Axly) = “(AX)Y = X 'AY = (o] ‘Ay)

Soit A une matrice symétrique définie positive. On a donc pour tout X # 0
'XAX >0
En particulier, pour tout entier ¢ inférieur & la dimension de A, si ’on choisit

X=X;=(0,...,0,1,0,...,0)

Lgénéré avec IATEX 2¢. Tous les commentaires, compléments, insultes et remarques désobligeantes
sont les bienvenus & perrier@math.u-bordeauxl.fr



Analyse numérique, Matmeca lére année
2 Corrigé de la feuille 1

eme

le 1 étant situé a la ¢ position, on trouve

Qi > 0

Rappel
On appelle matrice unitaire toutes les matrices U telles que

Tu=1d

les férus d’algebre générale s’amuseront bien en montrant que I’ensemble des
matrices unitaires forme un sous—groupe de GL,,(C).

On appelle matrice orthogonale toutes les matrices O telles que

‘'00=1d

...et Pensemble des matrices orthogonales forme un sous-groupe de GL,,(R).

Soit A une matrice unitaire (on fait exercice pour une matrice unitaire; pour
une matrice orthogonale, il suffit d’enlever les conjugaisons). On a

|Az|2 = "AXAX = ‘X "AAX = ‘XX = || X2
Par ailleurs, on sait que
det A = det A

et aussi que
det A = det A

En calculant le déterminant de ’égalité
t—
UU=1Id

on trouve

detUdetU =detld =1

soit
|det U] =1

Soient A et B deux matrices semblables Il existe donc une matrice P inversible
telle que
P'AP =B

Calculons le polynome caractéristique de B :

det(B — XId) =det(P~ AP — X1d)
=det(P~1AP — XP~1P)
=det(P~1(A — XId)P)
— (det P~1) det(A — X Id) (det P)
det(B — X1Id) = det(A — X1d )
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detP~1 =
car ae detP

Soit A une matrice hermitienne. Elle vérifie ‘A = A. Soit A une valeur propre
de A, et V un vecteur propre non nul associé a A. On a ainsi

. Les matrices A et B ont donc le méme polyndme caractéristique.

AV =\V
On multiplie par v pour trouver
VAV = A|V|3

On prend la transposée de cette équation, puis on la conjugue, ce qui ameéne a
ti

(‘VAV) =XvI3
On simplifie le membre de gauche :

Nt e t— t— t—
('Vav) = ('VAV) = VAV ="Vav
on trouve donc t_ _

VAV = \|[V[3 = X[V]3

Comme V # 0, on en déduit que A = X c’est-a-dire que X € R.

Rappel : Théoréme spectral
Soit A un opérateur auto—adjoint sur un espace de dimension finie, c’est-
a-dire qu’il peut s’identifier a :

e une matrice symétrique dans la cas ot ’espace vectoriel de base est R ;
le produit scalaire est alors

(U,V) — UV

e une matrice hermitienne dans le cas ou ’espace vectoriel de base est
C; le produit hermitien est alors

(U,V) — TV

Alors
1. toutes les valeurs propres de A sont réelles
2. les espaces propres de A sont deux a deux orthogonaux
3. A est diagonalisable en base orthonormée

(le résultat peut s’étendre au cas de la dimension infinie. Les deux premiéres
propriétés sont toujours vraies, la troisiéme est fausse en général, mais vraie
dans le cas ou 'opérateur est compact, voir le cours d’analyse fonctionnelle
de cette année ou de ’année prochaine)

Soit A une matrice symétrique réelle. Supposons que A soit définie positive. Alors
pour tout vecteur X non nul on a "X AX > 0. En particulier, si X est un vecteur
propre non nul associé a la valeur propre A, on trouve A||X||? > 0, soit A > 0.
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Réciproquement, supposons que A ait toutes ses valeurs propres positives.
Soit (Vi,...,V,) une base orthonormée de vecteurs propres de A (une telle base
existe d’aprés le théoréme spectral). Soit X un vecteur quelconque de R™. Comme
(V1,...,V,) est une base, il existe n réels (u1, ..., pu,) tels que

n
X =2 Vi
i=1
En notant \; la valeur propre associée a V;, on trouve
t v 2 2
XAX = > A |[Vill* = 0
i=0

avec égalité si et seulement si les p; sont tous nuls (c’est a dire si et seulement si
X =0).

On a donc montré qu’'une matrice symétrique réelle est définie positive, si et
seulement si, toutes ses valeurs propres sont positives.

Soient A et B deux matrices diagonalisables. On suppose qu’elles ont une base
commune de vecteurs propres. Alors il existe une matrice de passage P € GL,(R),
et deux matrices diagonales Dp et Dp telles que

A =P 'D,P et B=P 'DgP
On a alors
AB =P 'DAPP 'DgP =P 'DpADgP =P 'DgDAP = P 'DgPP'D,P = BA

car deux matrices diagonales commutent toujours; donc A et B commutent.

Réciproquement, si deux matrices diagonalisables commutent, alors elles ont
une base commune de vecteurs propres

10 11
A‘(o 2> et B_(o 2>

alors les matrices A et B sont diagonalisables (car elles ont deux valeurs propres

distinctes), mais
1 1 2
ap=( g 4 ) e ma=( 1)

Si on pose

O =
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2. NORMES VECTORIELLES ET NORMES MATRICIELLES

1.

2.

Rappel : définition d’une norme Une norme sur un K espace vectoriel
E est une application de E vers [0; +00 [ telle que

Ve e E N(z)=0 < z=0
V(z,y) € ExE N(z +y) < N(z) + N(y)
VAeK VzeE  N(Az)=|\N(z)

Norme 1

n
el = 22 fail
i=1

r=0 <— Vi z;,=0
— Vi |z;|=0
= Vi) |z =0
=1
<~ |zl]1=0

e Pour tout x,y € R", on a
Vie[l;n] |z + vi] < |xs| + |yil
donc
n n n
olmi vl < D lmal + 3o |yl
i=1 i=1 i=1
soit
lz+yll <zl + [yl
e Pour tout A € R et tout z € R™

Azl = 2 il = 2 il = 1A X fl = [A] ]

donc || - ||1 est une norme.

Norme co

e Supposons que ||z|lcc = 0. Alors max |z;| = 0, donc pour tout i, x; = 0.
On en déduit que = = 0. Réciproquement, si = 0 alors ||z||cc = 0

e Pour tout z,y € Eon a
i + yil < il + |yl < [llloo + llylloo

Il vient alors
4+ Ylloo < ll2lloc + lylloo

(par comparaison de ||z]/c + ||¥]|co, qui est un majorant quelconque de
{lzs +wsl ie[1;n]}

et de ||z + y|loo qui est le plus petit des majorants)
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e Pour tout i < n

Az = |A[ |i]
on en déduit que
max |Az;| = max |A| |z;| = |A| max |z;]
soit
Azl[oo = A l|2[ o
donc || - ||co €st une norme.

. Norme 2 Montrer « directement » que la norme 2 est une norme n’est pas
vraiment trés facile ; En revanche, on peut facilement montrer que cette norme
dérive d’un produit scalaire, c’est-a-dire que

ou (|-)

Vo eR" |zl = ()

est le produit scalaire canonique sur R™.

Rappel
Un produit scalaire sur un K espace vectoriel E est une application de
E x E dans K, que I'on note souvent (-|-)

(a) (:|-) est linéaire en chacune de ses variables
(b) pour tout x dans E, (x|x) > 0 ({-|-) est positive)

(¢) (z|z) = 0 si et seulement si x = 0 (une forme bilinéaire vérifiant
cette propriété et la précédente est dite définie positive).

Rappel : Inégalité de Cauchy—Schwarz
Etant donné un produit scalaire (|-) sur un espace vectoriel E, on a

V(w.y) B {aly)] < llzl2llyl2

Cette inégalité permet entre autres de montrer I'inégalité triangulaire
pour toute norme dérivant d’un produit scalaire.

Théoréme (brillamment montré en TD)
Si (z,y) — {(x]y) est un produit scalaire sur un K espace vectoriel E,
alors z — \/(x|z) est une norme sur E.

Démonstration Comme je suis trés gentil, je rappelle comment on
montre l'inégalité triangulaire. Soient deux vecteurs = et y de R™. On
commence par développer la norme de x + y

llz+yll* = llzll* + lylI* + 2(zly)
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(=[] < llz[lllyll
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d’ou
2
lz +yll? < =l + 1yl + 20z llyll = (lzll + y])

soit, en prenant la racine carrée

Iz +yll < llz] + [lyll

2.b.i|On a

N
[#]|oo = max fai| < > [ai| =[]
i=1

Par ailleurs pour tout ¢ dans [1; n], |z;| < ||2||co- En sommant sur ¢, on en déduit
que
[zl < Nj2(leo

Finalement,
[#]loe < [[#]l1 < Njz/[oo

2.b.ii | De méme que précédemment, on a

2 _ N e X 2 2
max |x;|” < > |x;|” < D) max|x;|” = Nmax |z;]

En prenant la racine carrée de cette série d’inégalités, on trouve
|2lloo < ll2ll2 < VNI|z] oo

On sait que va+0b < va + Vb, et que cette inégalité est vraie pour une

somme de N termes. On trouve ainsi

NN N
vl < Yvai =3 il =zl
i=1 i=1 i=1

Pour la seconde inégalité, on applique 'inégalité de Cauchy—Schwarz au couple de
vecteurs (u,v) avec :

Vie[l;n] w =]z et v; =1
et on trouve :
N N N 9
_lewz-l = (ulv) < lull2fvllz = _le _lewz-l = VN||z||2
1= 1= 1=

Remarque
En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Ca n’est pas le cas
en dimension infinie.

2.c.i
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Rappel
Soient deux espaces vectoriels, E et F chacun muni d’une norme, que I'on
note respectivement | - ||g et || - ||r. On suppose que E est de dimension finie.

Alors les applications linéaires de E dans F sont continues. De plus,

LE,F) — Ry
[AX ][
1Xle

A F—  SUPx_oy

est une norme sur £(E, F) (que 'on appelle norme subordonnée (aux normes
I |g et || - ||r), ou norme induite (par les normes | - ||g et || - ||r), ou norme
d’opérateur).

De telles normes ont un comportement vis a vis de la composition (ou de la
multiplication de matrices) qui peut s’avérer précieux, en particulier :

VAe L(EF) vXeE  [JAX] < [[A[[X]]

et si on se donne trois espaces, E,F, G et deux applications linéaires, A :
F— GetB: E~— F, chacun muni d’une norme. Alors

[AB| < [IA[[[B]]
En particulier, si A est un endomorphisme,
[A™] < [lA™

cette derniére inégalité est trés utilisée pour justifier la convergence de séries
de matrices (exponentielle de matrice par exemple).

Soit A une matrice carrée d’ordre n et notons a; ; ses coefficients. Soit X =
\J

On a alors

n
>.a1,5T;
j=1

n
> a2 T
j=1

AX = "
> Qi T,
=1

n
> an jTj
i=1
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Calculons et majorons ||AX]||;

Mz
Mz

[AX]1 =

A, T5

N
Il
-

<.
Il
-

|ai jzj]

N
=
Mz

N
Il
-

<.
Il
-

ai,j| |z;]

|IJ| Z |a”|

N
|25 (maxjeul;N]] {2—21 |ai,j|}>

N
maxjeq1;n] {z |aw|}) 5 o
J:

N /N
i
.

VAN
Mz

<.
Il
—

[AX][1 <

N

On en déduit que
IAX < o {32 o b1

Montrons & présent que ce majorant est atteint. Dans ce but, on calcule ||AXy]||1, ou
X} est le k™€ vecteur de base de R™ :

N
[AXg[lr = > laix]
i=1
On choisit k tel que

Z|az k| = maX;e[1;N] {Z |aw|}

=1

et pour ce k on a
A%k = s { S ol Il

Finalement

1A= max {2| ,J|}
JeEl1;

On va essayer de majorer ||AX] oo :

AX||oo = ;
|AX]| eﬁaﬁﬂ; |ai,j ;]

Or on a, pour tout 7 € [1; N]J
N N N
_Zl |aijz;] < Zl |ai ;| maxjepr;ny {|2;]} = l|2lloo 3o lail
j= j=

j=1

N
< |2l oo maxep1; N { > |am‘|}

Jj=1

On en déduit que

i€[1;N]

[AX ]l < [l max {ZI ,JI}
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soit
N
Al < g
1Alloe < max Py |ai ]

Notons ig 'entier tel que
N N
-21 |aiy,j| = maxieq1;n] -21 |ai ;|
j= J=

et U le vecteur )
signe(a;,.1)

signe(a;, 2)

signe(a;, N)

On a alors

N .

Z alyj 51gne(ai07j)
i=1
JN |
> as,;signe(ai,,;)
AU = Jj=1

N

Z aN,j signe(aioﬂj)
j=1

Pour tout k entier, on sait que

N

> ak,; signe(ai, ;)

N N
< Y0 Jakil < Y0 a4
j=1 j=1 j=1

avec égalité pour k =49. On a donc
N
1AUlloo = | 2 1aio.il | 1Ulleo
J:

Finalement
N

Al = ma Qi j

A Z_eﬂl;w{g ,J|}

Soit B une matrice symétrique réelle. D’aprés le théoréme spectral, les
valeurs propres de B sont réelles, et B est diagonalisable en base orthonormée. Soit

(V1,...,V,) une base orthonormée de vecteurs propres de B et A1,..., A, les valeurs
propres associées aux V;. Soit x un vecteur de R™. On décompose x dans la base des

V;

N
xr = szvz
i=1
On a alors
N N N ,
(Bx|r) = <Z:ll"zvz| Zldijj> = 2:1)\13:1
= J= i=
d’oll

)‘min(B)Hxng < (Bzlr) < )‘maX(B)HxH%
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Soit A une matrice ; on applique I'inégalité trouvée a la matrice 'AA, qui est bien
symétrique :
'A Az|z)

)\min(tAA) < < < )\max(tAA)

[E3[E;
et comme
("AAz|z) = (Az|Az) = ||Az]3

on voit que “A A est positive ; en particulier, toutes ses valeurs propres sont positives,

et
| Az||2

lfl2

Amax(TAA)

avec égalité si x est vecteur propre de YA A associé a sa plus grande valeur propre.
Finalement

1Al =/ hwua(FAA) = /(A A)

Rappel : rayon spectral
On appelle rayon spectral d’une matrice le réel positif

p(A) =sup{[A] A€ Sp(A)}

Soit A une matrice, A une valeur propre de A, et X un vecteur propre (non
nul) associé & A : AX = AX. On a donc

IATIX] = IAX] = [JAX]] < [JA X

On en déduit
Al < [IA]

soit
p(A) < [JA]l
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3. A PROPOS DES MATRICES TRIANGULAIRES

On calcule le polynome caractéristique de A, c’est a dire det (A — X1d ) ; comme
A — X1Id est une matrice triangulaire, son déterminant est égal au produit de ses

éléments diagonaux :
N

det (A —X1d) = 1_[1(a“- -X)

=
Les valeurs propres de A sont donc les éléments diagonaux de A. En particulier, A
est inversible, si et seulement si tous ses éléments diagonaux sont non nuls.

Le systéme AX = b est un systéme triangulaire, qui se résout en cascade : on
commence par exprimer zj :

1
ry = —— bl
ai
Si on suppose connus 1, ..., Tk, alors on peut connaitre 1 par la formule
k
Tpp1 = —— b1 — D ki
Af41,k+1 i=1

Montrons & présent par récurrence sur n la propriété suivante

P(k) : «sib; =0pouri<kalors z; =0 pour i <k »
1
o H(2)sib; =0pouri<2 alors by =0. On a donc z;1 = —b; =0
— a1
o P(k) = Z(k+1) On suppose que pour tout i < k+ 1, b; = 0. Alors par
hypotheése de récurrence, x; = 0 pour tout ¢ < k. De plus

1
T = —bk = O
A,k

On en déduit que pour tout i < k+ 1, b; = 0.

e Conclusion Pour tout &£ < n
Vi<k b=0 — Vi<k z;=0

Enfin, si on suppose que b; = 0 pour i < k et by # 0 , alors d’aprés ce que 1'on vient
de montrer, x; = 0 pour ¢ < k. De plus

1
T = —bk 750
A,k

Soient A et B deux matrices triangulaires inférieures. On note a; ; et b; ; les
coefficients respectifs de A et B. Notons ¢; ; les coeflicients du produit de A par B.

n
Cij = 2 @i kbi
k=1
On sait que si j > 4, alors a; ; = b; ; = 0.

j—1 n
Cij = Y. ikbk,j + Y aikbr,;
k=1 k=j
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Si j > 1, la premiére somme est nulle, car les by ; sont nuls. De méme, la seconde
somme est nulle car les a; j sont nuls. On en déduit que le produit AB est triangulaire
inférieure si A et B sont triangulaires inférieures.

Si de plus, A est réguliére, montrons que A~ est triangulaire inférieure. On sait
que la colonne C; de la matrice A~! vérifie A= le; = C;, oil e; est le i°™° vecteur de
la base canonique. On en déduit que AC; = e;. D’aprés la question précédente, les
i — 1 premiers coefficients de C; sont nuls. On en déduit que A~! est triangulaire
inférieure.

POUR i de 1 a N faire
x(1)=b(i)/a(di,1)
POUR j de 1 a i faire
x(1)=x(i)-a(i,j)*x(j)/a(i,i)
Fin POUR j
Fin POUR i
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4. ELEMENTS PROPRES DU LAPLACIEN

On cherche les couples (A, u) tels que

{—u (x) = Au(z) pour 0 <z <L
(0) = u(l) =0

Soit un couple (A, u) solution de ce probléme. On multiplie par u ’équation vérifiée

par u :

Ve €]0;L[  — u(@)u”(x) = \u(x)?

On intégre chacun des membres sur |0;L[; pour le membre de gauche, on effectue
Iintégration par parties suivante

d’oll

L L L
" = — [u(2)d (z)]- u(z)de = | v(z)?dz
- [ @) ds = ~ o @l + [ oo = [

/OLu’(x)2 = )\/OLU(:E)2

donc si u n’est pas la fonction nulle, alors A > 0

Remarque

a titre d’exercice, on pourra s’amuser (car c’est trés amusant) a montrer que
si u est une fonction définie sur un ouvert Q, €2 sur Q, et €° sur Q, avec les
conditions aux limites :

u=~0 ou @:O sur 0f)

on
et vérifiant
—Au = \u
alors A > 0. Pour cela, il suffit de revenir a la définition du Laplacien (Au =

div (?u)), et d’utiliser la formule de Stokes.

On va maintenant chercher les solutions de

Ve e]0;L] —u"(z) = u(x)

avec A > 0. Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire, homogeéne, a coefficients
constants, du second ordre, dont ’équation caractéristique est

4+ A=0

Les solutions de I’équation caractéristique sont

r= v

Au niveau des notations, j’essaie de différencier i (en roman), qui est tel que
i2 = —1, et l'indice i (en italique).
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les solutions de 1’équation différentielle sont donc les fonctions de la forme
x — Kj sin (\/X:v) + K cos (\/Xx)

ot Ky et Ko sont des réels quelconques.

On applique a présent les conditions aux limites. u(0) = 0 impose Ky = 0. u(L) =
0 améne a K; = 0 ou & v/AL = k7, ou k est un entier relatif. Finalement, les solutions
du probléme aux limites sont

2,2
{u:xHKlsin(\/Xx) KieR )\sz—Z,kEN}

Dans I’énoncé, on propose d’effectuer I’approximation suivante

u(th + h/2) — u(ih — h/2)

u'(ih) =~ -

En fait, en utilisant la formule de Taylor—Young, on a

; h ; h (7 h? "(; h? 3) (s 4
u zh+§ :u(zh)+§u(zh)+7u (zh)—i—Fu()(zh)—i—O(h)
2 3

u | ih — by 2 u(ih) — h u'(ih) + in u(ih) — W u® (ih) + O (h*)
2 2 2 6
d’ot1 ’égalité

o (ih) = u(th+ h/2) ; u(ih —h/2) %2u(3)(ih) L0 (W)

ce qui justifie approximation proposée. Si on applique cette approximation a u” (ih),

on obtient
u (ih—i— g) —u (ih— g)
u” (ih) ~

h

on applique & nouveau cette approximation & chacun des deux termes trouvés :

R\ u((i+1)h) —u(ih)

u (ith+ = ) =~ -
. h u(ih) —u((i — 1)h)
=) ~
u'{ ih =3 o

pour trouver finalement

w((i + 1)h) — 2u(ih) +u((i — 1)h)

u’’(ih) ~ 2

On s’intéresse donc au probléme

h2

1
{ —(—ui,1+2ui—ui+1):)\ui 1<’L§M
Ug = UM+1 = 0
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Ce probléme se raméne a AU = \U avec

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0

1 0

A=—

2 .

h _ 0
0 o -1 2 -1
0 0 0o -1 2

En prenant les vgk) définis dans I’énoncé, on a

k k k . kﬂ'(i—l) . kmi . /ﬂT(’L-ﬁ-l)
_’Uz(—)l +2’UZ( ) —v§+)1:—sm (TH) +2Sln (M——l-l — Sin T—H
=2sin it — 2sin it cos ko
N M+ 1 M+1 M+1
2 si it 1 — cos —kﬂ-
=2sin —
M+1 M+1

=4sin? L sin ﬂ
B 2(M +1) M+1

ki
Les vecteurs v(®) de coordonnées vgk) = sin (M—j—l) , sont donc vecteurs propres de

4 k
A, associés respectivement & la valeur propre A(%) = 72 sin? (Q(Miz—l))

D’aprés ’exercice 2, on voit que

4

1Al = 1Alle = 55

Rappel
Le conditionnement d’une matrice A pour une norme matricielle | - ||

donnée est défini par
Condy. = [[A[[[|A™Y]

D’aprés 'exercice 2, pour une matrice symétrique définie positive,

[[All2 = max A
AESP(A)

on en déduit
4 Mn
Alls = —=sin® [ ——
1All2 = 75 (2(M+1)>
Les valeurs propres de A~! étant les inverses des valeurs propres de A, on a

h2

A7 e = ———
4 si _
- <2<M+ 1>)
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On en déduit que

»* (arm)

Condy(A) =

Probléme continu

En reprenant le raisonnement de la question (a), si le probléme

—u"(x) = Au(z) pour 0 <z <L
{ w(®) (L) =0 (1)

admet une solution u non nulle, alors A > 0. De plus, ces solutions sont de la forme
Ve e]0;L] u(z) = Ky sin(vVAz) + K cos(VAz)
La condition en 0 impose K3 = 0. En L, la condition «'(L) = 0 donne
K1V cos(VAL) =0

soit K1 =0, ou VAL = g + km. Finalement, Pensemble des solutions de (1) est

. 2k+ 1)
{xHKlsln(%x) KieR kEN}

Probléme discrétisé
Sur |0; L[, la discrétisation du probléme ne change pas. Au voisinage de L, on
peut écrire

u(L — h) = u(L) — he/(L) + O (r?)
et on a u(L — h) = up et w(L) = upyi. Comme on veut w'(L) = 0, on impose
up+1 = up. On trouve donc

1
72 (—ui—1 + 2u; — uip1) = Ay pour 1<i<M
Uug = 0

UM+1 = UM

Le probléme discrétisé se raméne a

Au=)u
avec
2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
1 0
A=—
2
o ... 0 -1 2 -1
0O ... O 0o -1 1

Afin de calculer le spectre de h?A, on commence par calculer sa norme subordonnée
Al - |loo. D’aprés 'exercice 2, on trouve ||h? A||o = 4. D’aprés Pexercice 2, cela veut
dire que |\| < 4. La matrice A est symétrique ; montrons qu’elle est positive.
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Remarque : Théoréme de Gershgorin (qui sera vu un peu plus loin dans
le cours, lors des méthodes itératives)
Soit A une matrice carrée d’ordre n. On note a; ; ses coefficients. Les valeurs
propres de la matrice A sont situées dans la réunion des disques D; de centre
(7%) et de rayon Rz = Z |CL1'1j|.

J#i

Appliquons le théoréme de Gershgorin : les a; ; sont égaux & 2, sauf a,, , qui est
égal & 1. Les R; sont égaux & 2 sauf Ry = Ry = 1. Finalement :

D, =D(2,1) D;=D(2,2) D;=D(1,1)

d’ott 'on déduit
ubD; = D(Q, 2)
De plus, A étant symétrique, ses valeurs propres sont réelles. Donc les valeurs propres

de A sont dans Pintersection de la droite réelle avec D(2,2), c’est-a-dire dans [0;4].
En particulier, A est positive.

On peut également montrer « directement » que A est définie positive
t (x1,22...,2M) un vecteur non nul de RM

2171 — T2
—x1 + 2172 — X3

h2AX = —X;—1 + 2$Z — Tj4+1

—IM_2 +2TM-1 — TM

—ITM-1+ ITM
On en déduit
¢ M-1
h2TX AX = €1 (2$1 - ,TQ) + Z LL‘i(—JJi_l + 2x; — xi—i—l) + LL‘M(—,TM_l + LL‘M)
1=2

La principe est de refaire ce qui a été fait au niveau continu : on avait effectué
une intégration par parties, afin de faire apparaitre l'intégrale de (u’)?. Ici,
on va donc torturer la somme, afin de faire apparaitre (z; — z;_1)? (qui est
le pendant discret de (u')?(z;)). Ce type de transformation est connu sous le
nom de « transformation d’Abel » :

M-1 M-1
Yo wi(—mic1 + 2z — i) = Y wi(wi — s — (Tig1 — x4))
i=2 =2
‘ y 1 M—1
= xz(Iz - 331'71) - Z xi(xiJrl - ﬂfz)
2 =2

1 M
xz(Iz - 331'71) - infl(xi - 331'71)
i=3

AN

(2, — 2i-1)* + z2(22 — T1)

[l
MEIMTIMT

N
Il
w

—znv—1(2M — Tv—1)
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On en déduit

M-1
h? tXAXZ $1(2£L'1 — 1'2) + Z (,Ti — $i_1)2 + ,TQ(LL‘Q — LL‘l)
=3
—rym-1(rM — oMm-1) + 2Mm(—TM-1 + TM)
d’ott

h? tXAX = I% + E(Il — $i71)2 >0

M
=2

On cherche a présent les valeurs propres de A : on note u; les coordonnées d’un
vecteur propre de h%A associé a une valeur propre \. Alors la suite (u;) ey Vérifie la
relation de récurrence linéaire suivante

—Ui—1 + 2U; — Ui = Ay
I’équation caractéristique de cette récurrence linéaire est

P —2-Mr+1=0

dont le discriminant est

A=(2-)2-4
—4—AX+ A2 -4
=AA—4)

Comme A € [0;4], on voit que A < 0. On en déduit qu'il existe w tel que A = (iw)?.

On a donc
un, = A cos(nw) + Bsin(nw)

On a fixé ug = 0, donc on a A = 0, soit
BeR VneN Uy, = Bsin(nw)

Par ailleurs, la condition & la limite M impose uy = upm41, soit Bsin(Mw) =
Bsin((M + 1)w). On en déduit

sin (%) cos (<M+ %) w) =0

soit dkeN w=2kn

T 2km
it 3k _
sol eN w=oTT T

Cela impose donc

La premiére solution donne un vecteur nul. Finalement A admet M valeurs propres
2k + )7

M ) En particulier

distinctes qui sont les réels de la forme A = 4sin? (

™
)\min:4 in’
sin” { o 1)

o [ (2ko + 1)71')

/\max =4si
Sin 2M n 1
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M
o ky = {EJ . De méme qu’auparavant,

)\max
[All2 =

)\min

et
[Alloe = [[Allr =4
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5. CONDITIONNEMENT

Par définition,

AA"T=1d

on sait que pour toute norme matricielle, || Id || = 1. On en déduit

1= 1d || = [AATH| < [JAJIIATY] = cond(A)

1
De plus, pour tout a réel non nul, (aA)~! = —A~! donc
o

_ 1 _ _
Cond(aA) = [laA[l[|(aA) 1||—|04||AII‘E}IA = IIAlIAT = Cond(A)

La norme 2 de la matrice A ne change pas lorsqu’on change de base ortho-
normée. En effet, si P est une matrice orthogonale,

IPXJ3 = “(PX) PX = 'X 'PPX = X2
et
P APX|2 = | (tP APX) ‘PAPX = 'X ‘P 'AP'PAPX = 'X ‘P A APX
Finalement, pour tout X # 0

I'PAPX|3 ‘X'P'AAPX 'X'P'AAPX |APX|3

XNz 1X113 B [PX]I3 ~IPX3
On en déduit .
sup | "P APX]|3 — sup |APX]|3 — sup |AX]|3
x#0  |IX[[3 xz0 IPX[3  xzo0 [IXI3

soit || "P APz = ||A]2.

Soit P la matrice de passage de la base canonique vers une base orthonormée de
diagonalisation de A, et A1, ... An les valeurs propres de A.

N

"X 'PAPX = Y M\iz? < max [A(A)] ||z]|3
i=1

avec égalité si x est vecteur propre de A associé & la valeur propre de plus grand

module. On en déduit
[All2 = max [A(A)]

Par ailleurs, les valeurs propres de A~! étant les inverses des valeurs propres de A,
on trouve

1
MAT)

B 1

A Yy = =
I |2 = max min [A(A)]

Finalement

max [A(A)]

Condz(A) = min [A(A)]
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5.a.iii| U est une matrice orthogonale, donc elle préserve la norme 2 :

VX eRY  ||UX]2 = [|X]|2

on en déduit que
[Ul2 =1

et de méme
t _
['Ulla = U2 =1

on en déduit
COIld2 (U) =1

Pour toute matrice A,
[UAX]|l2 = [|AX]|2

On en déduit que
[UA[l2 = [|All2

Montrons de méme que ||[AUJ|2 = ||A]|2. On a
[AUX 2 < [JATUX]] = [[A[[IX]]
donc ||AU|| < ||A]|. Soit X, de norme 1, tel que |AXo| = [|A]]. Alors || ‘UXq || =1 et
I(AU)("UXo) | = Aol = [|A]
Le vecteur "U X est donc tel que Dinégalité ||AUX||o < ||A|||X]| est atteinte, donc

[AU]l2 = [[A]l2

D’aprés ce que l'on vient de faire
Condy(UA) = [[UA[2[[(UA) [l = Al A7 U |2 = [[All2|A7"[l2 = Conda(A)
De méme

Conds(AU) = [|AU|2[(AU) [l = [[All2]| 'UA™ [l = [|Al|2|A™*[|2 = Condz(A)

On a
(A+0A)(z + dx) = Az + Adz + 0Ax + dAdx

Comme (A + §A)(z + dz) = b, et que Az = b on trouve

Adz 4+ 0A(x 4+ 6x) =0
Ou encore

bx = —A15A(z + ox)
d’ont

1oz < [ATH[Il6A][l2 + 6z

on en déduit 52| ™
T

——— < Cond(A)——+

| + oz Al

On récrit ’égalité trouvée sous la forme
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SAz + A(Id +A716A)6x =0
que ’on peut encore écrire
6r = (Id +A'6A) A~ 5Ax

d’ott 'on déduit 52| ™
T
— < Cond(A)———1|(Id +A715A)*1||
[z Al

Il reste & majorer ||(Id +A~16A)7!||. On sait que

(14 +A7164) 71 = 3 (~1)"(A15A)"
n=0
d’ou 00 1
I —1 —1 < -1 L —
[(d +ATT0A)H < 32 IATTOAI" = T =gy

Finalement on trouve

—H&C” < Cond(A)|
||

0A| 1
[A] 1= [lA=toA]

Exemple du conditionnement d’une matrice non symétrique

On s’intéresse & la matrice suivante

1 2 0 0
0 1 2

A= 0

1 2

0 0 1

Afin de calculer I'inverse de A, on essaie de résoudre le systéme AX =Y. On note x;
et y; les composantes des vecteurs X et Y. On a alors les égalités suivantes

$i+2xi+1:yi ViE[[l;N—l]]
YN = IN

On peut commencer par calculer les derniéres composantes de X :
TN-1 = YN-1 — 2YN
ce qui permet de calculer
TN—2 = 4Yyn — 2yN—1 + YN-2
on peut ensuite calculer zn_3 :
TN-3 = —8yn +4yn—1 — 2YNn—2 + YN-3
Intuitivement, on voit que (A™1); ; = xj>i(—2)77% (x;j>: est telle que x;j>;(i,7) = 1si

J = iet x;j>i(7,7) = 0sinon). Montrons ce résultat par récurrence sur N (la dimension
de A). On va noter Ay la matrice définie dans ’énoncé, et de dimension N. Notons
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P(N) : «linverse de Ay a pour coefficients x;j>;(—2)77¢ »
e (1) Dans ce cas, la matrice Ay est réduite & un seul coefficient, et le résultat

est évident.

o Z(N) = Z(N + 1) On suppose que L (N) est vraie. Montrons que #(N+1)
est vraie également. Pour inverser Ax,1, on pose le systéme

AnpX =Y

on en résout les N derniéres lignes a I’aide de ’hypothése de récurrence :

N+1

Vie[2;N+1] 2= > (=2)F iy
k=i
en particulier,
N+1
x2 = 3 (=2)F Pk
k=2
on en déduit z7 :
N+1 N+1
T1=y1—2m2=y1— 2> (=2)" 2y = 3 (-2)* 1y,
k=2 k=1

on en déduit que la premiére ligne de A;I}rl vérifie aussi la formule de récurrence,
d’ou Z(N +1).

e Conclusion
VNeN VY(i,j) e N (Ax)ij = Xy (—2)7 7

La matrice A étant triangulaire supérieure, on lit ses valeurs propres sur la
diagonale, donc 1 est la seule valeur propre de A.
En utilisant les résultats de ’exercice 2, on voit que

[Allo = |AllL =3
et que
. L N-1
A oo = [AT ]2 = 2021 =28 -1

On en déduit
Cond; (A) = Cond (A) = 3(2N — 1)

Afin de déterminer la majoration sur le conditionnement en norme 2, on va utiliser
I’équivalence des normes; en effet, d’aprés ce qu’on a vu a I’exercice 2

IAz]l: < VN[|Az]2 < VN[|A]2]lz]l2 < VNI|A]2]l2]l:

on en déduit que

IAllL < VNIA]2
d’oll .

Al > — ||A

41l > < 4]

A2 > Ha

1
_ A_
Nk
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On en déduit que
Condy(A) > % Cond; (A)

soit

Condy(A) > — (2N — 1)

Z| e

On voit dans ce cas que la norme 2 de A est bien loin du rapport de la plus
grande valeur propre sur la plus petite (qui est ici égal a 1). Le résultat de

la question (a.i%),
max [A(A)]

min |[A(A)]

n’est donc vrai que dans le cas o A est symétrique.

Condy(A) =




