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∫ a+h

a

f(x) dx ≈ αf(a) + βf(a + h)

� �����
P
��}6�����/��}����@�8�I��}�������}��	���	 ����¢¡

C £�¤¦¥ ��}����� �����������}§��¨��������O����}�}��
∫ a+h

a

P(x) dx = Ch

© ���s���/���/�������	�����;�������ª�����ª�����������������8����}�}��h�/�;«������	���
(α + β)C £¬h¥ ��®¢���!���/�@�����!�h���/�8�	�¯���¨��������

α + β = h� �
P
�+�����/���z������}����@�s�	 ����¢¡

x 7→ x
�z���������

∫ a+h

a

x dx =

[
x2

2

]a+h

a

=
(a + h)2 − a2

2

=
h2

2
+ ah

� �=�/�h�������ª�����O�	�¯���I¨����I�!�������/�����
αf(a) + βf(a + h) = αa + β(a + h) = (α + β)a + βh

|~}6��}L���+�������
α = β =

h

2° ��}����!��}��F�����O�/�ª�������ª���/�s} ¥ �+���������F�I¨����I�!�O�¯��� P2 ± � ¥ �/}����� ������!�/��}§��¨��������s��� x 7→ x2����}�}��
∫ a+h

a

x2 dx =

[
x3

3

]a+h

a

=
(a + h)3 − a3

3

=
a3 + 3a2h + 3ah2 + h3 − a3

3∫ a+h

a

x2 dx = a2h + ah2 +
h3

3

¤ �ª�����!�h���/�O�����������������O����}�}��
h

2

(
a2 + (a + h)2

)
=

h

2

(
a2 + a2 + 2ah + h2

)
= a2h + ah2 +

h3

2² )��������(�¢�¯³I
� '´�µ�¶�·+¸�¹
ε º ¶ & �����
��� & ����
¯�I��������
��!�! & ��»�������
������!�¯�������� ��
���
¼����
��#���(�	+
¯��*���� &�½ ����)�
!���I��
¯�� & �I�=��
¯� ½ ��
��I³I
��	���¾.¿�À�Á�Á�Â¯À�ÁIÃ�Ä�Å�Æ�Ç�È/É�Ê¼Ë	Ì�Á�ÍIÀ�Å�ÉIÎ�Ï�È�Ð�Á
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¤ �;�����������}z�I����}����!�����l�������ª���/�����ª�������������!�������������!�������	�s���#�/�@«������	���#�I¨������!�8����� ¥ ��}������
 ��������s�	�¯���� �������¡ h3

6
6= 0 £�¬ ��}z�O�/�h�������ª�����O} ¥ �	�¯�#�����F��¨��������s�!��� P2 £

xzy�� ¤ �;�z������}����@�l�/}��!�	�!��������������� q
��� P1

�+���8� ¥ ��}��/�����;�����/��}����@�;��� ���	 ���� 1 �����$�����
q(a) = f(a)

���
q(a + h) = f(a + h) £�¤ �s�z������}����@� q

�+�������s�/�8�������l�
q(x) = λx + µ

����®
�/�	��������� �I�/��}����

λ
���

µ
«�������	z��}��

q(a) = λa + µ

q(a + h) = λa + λh + µ

��}§���!����«��O���/�����




λ =
q(a + h) − q(a)

h

µ = q(a) − a
q(a + h) − q(a)

h|~}6��}L���+�������
q(x) =

q(a + h) − q(a)

h
(x − a) + q(a)


 ���l�@�s���O�����/��}����@�
q
�+�����¯�����z���¯�����!���~��}������}�}�������������¨����;���!�/��}§���

f
����}6�������!�������

� ¥ �/}��!�	 ������/�s��� f
�¯���

[ a ; a + h ]
������� ¥ ��}����� ������/�O��� q

�!���
[ a ; a + h ] ±

∫ a+h

a

f(x) dx ≈
∫ a+h

a

q(x) dx


 ���l�@�
q ∈ P1

�����l�������ª�����O���8�������������!�����s�����������������s�	�¯�#�I¨����I�!�O�������
q ±

∫ a+h

a

q(x) dx =
h

2
(q(a) + q(a + h))

� }�	�}¢�������@�@�
q(a) = f(a)

�I�
q(a + h) = f(a + h)

����}6��}L���+�������
∫ a+h

a

f(x) dx ≈
∫ a+h

a

q(x) dx =
h

2
(f(a) + f(a + h))

xzy�� ¬ª¥ �������	� �/�;�����+��������}L�����	�I�+����}�������� ¥ �����!�	���#��}����!�����@�������ª�����ª���ª�������������������8����������������	�~����� ¥ ��}����� �����������} �I¨������!�s�	�¯�F�� ������O¡h� ¥ ��}����� ������/�~���s� ¥ �����!�	���Q� ¥ �/}��!�������������!�/��} £�¬h¥ �������	��/���I���������!����� ¥ �/}��!�������������!�/��}=����}B�

∀x ∈ [a ; a + h ] ∃ξx ∈ [ a ; a + h ] f(x) − q(x) =
(x − a)(x − a − h)

2
f (2)(ξx)

|~}B�@���/�����
∫ a+h

a

f(x) dx − h

2
(f(a) + f(a + h)) =

∫ a+h

a

(
f(x) − q(x)

)
dx

���O���/���	�����ª�����!�h���/�O� ¥ �	�!�������#� ¥ �/}��!�������������!�/��}6����}�}����/�l�;�����������!�/��}

∀x ∈ [ a ; a + h ] |f(x) − q(x)| 6
‖f (2)‖∞

2
|(x − a)(x − a − h)|
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∫ a+h

a

f(x) dx − h

2
(f(a) + f(a + h))

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

∫ a+h

a

(f(x) − q(x)) dx

∣∣∣∣∣

6

∫ a+h

a

|f(x) − q(x)| dx

6
‖f (2)‖∞

2

∫ a+h

a

|(x − a)(x − a − h)| dx

6
‖f (2)‖∞

2

∫ a+h

a

(x − a)(h + a − x) dx

6
‖f (2)‖∞

2

∫ a+h

a

(
h(x − a) − (x − a)2

)
dx

6
‖f (2)‖∞

2

(
h

[
(x − a)2

2

]a+h

a

−
[
(x − a)3

3

]a+h

a

)

∣∣∣∣∣

∫ a+h

a

f(x) dx − h

2
(f(a) + f(a + h))

∣∣∣∣∣6
‖f (2)‖∞ h3

12

xzy�� © �����O�	�����I���/���s��}��l«����/�����������������������h���h� ¥ �/}��!�	 ������/�h��� f
�!���

[ c ; d ]
���} ���	���������

� ¥ �/}��!�	�!«����/�/� [ c ; d ]
�	}_�/}��!����«����/���+�

[xi ; xi+1 ]
���I����}6�������/�/�!�O�/�h�����!�h�����O���8�������������!�����~���	�

������� �����	���!���#�������I��}B���+�
[ xi ; xi+1 ] £ |~}L�@���/}��!�

∫ d

c

f(x) dx =
n∑

i=0

∫ xi+1

xi

f(x) dx

≈
n∑

i=0

h

2
(f(xi) + f(xi+1))

≈h
f(c) + f(d)

2
+ h

n−1∑
i=1

f(xi)

|~}l�I���@�@��}z�I�$�z�������	������������� ¥ �	�!����������}h�z���!�����T�@�����I�+����¨8��	�}h� ¥ �������/�/�!���T� ¥ �	�!�������¢�!������«���������������h�������ª���/���¯�/�@���/�8���	�Q������� �����	� ±
∫ d

c

f(x) dx −
(

h
f(c) + f(d)

2
+

n−1∑
i=1

f(xi)

)
=

∫ d

c

f(x) dx −
n∑

i=0

f(xi)f(xi+1)

2

=
n∑

i=0

(∫ xi+1

xi

f(x) dx

−h
f(xi) + f(xi+1)

2

)

¬h¥ �������	�F���l�����+��������} (c)
����}L�

∣∣∣∣
∫ xi+1

xi

f(x) dx − h
f(xi) + f(xi+1)

2

∣∣∣∣ 6
‖f (2)‖∞h3

12
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∫ d

c

f(x) dx −
(

h
f(c) + f(d)

2
+

n−1∑
i=1

f(xi)

)∣∣∣∣∣6
n∑

i=0

∣∣∣∣
∫ xi+1

xi

f(x) dx

−h
f(xi) + f(xi+1)

2

∣∣∣∣

6
n∑

i=0

‖f (2)‖∞h3

12

6 (d − c)
‖f (2)‖∞h2

12

��®_��}6�l�������/�/�!���/�O�(����� ����� n∑
i=0

h = d − c £
xzy�� �#������}��

f 7→ sin(x)e−x2 £ 
 �I�!�!�O����}���������}_�+��� �������/���!�!� C∞
���I�#� ¥ ��}6�

f ′(x) = cos(x)e−x2 − 2x sin(x)e−x2

f ′′(x) = (4x2 − 3) sin(x) e−x2 − 4x cos(x) e−x2

� ���
[ 0 ; 3 ]

�����O����}��I�!�/��}
x 7→ 4x2 − 3

�+���F�I�������!����}��!������} �ª����}�� −3 6 4x2 − 3 6 33
��� ¥ ��®� ¥ ��} ���	������������� ∣∣4x2 − 3

∣∣ 6 33 £ © ���~�����/���	���������¯���s�I�h� �	�@�8��}�������«������/������} � |4x| 6 12 £|~}6��}L���+�������	���	}6�;����������}��Q�/�	�Q����}���������}����I�/���I�������/�!�+�Q�����
1
���I�#�/�	����¨�����}���}��!�/���/���+�F�����

1�	 ����/���@�	}�� ±
‖f ′′‖∞ 6 45

� ���!��}��
N
���h}���� ����ª���ª�����/}����~���ª���§�!������«����¯�/��}�������}z� }����!���ª�������z��} �

d − c = 3
�z���

h =
3

N
£ |~}L��} ���	�������O�����8� ¥ �����������#�+���s�;�������������z��� 45 × 9

4N2
£ |~}L��} ���	�������O�����ª�¯�Y� ¥ ��}«������#��«������F��}��s�	�!�������

E
���/�¢�¯� �@� � ¥ ��«������

N >

√
45 × 9

4E
���	��
� ��{�� ������������������� �

• � �¢��}B���+�¯�/�!�O��}��������!�	���F��}����	�!�/�����!��¡
0, 1

�����Y�¯� �@� ���O������}z���!�
N = 32 £

• � �¢��}B���+�¯�/�!�O��}��������!�	���F�� �������¡
10−2 �����¢�!� �@� ����������}����!� N = 101 £

• � �¢��}B���+�¯�/�!�O��}��������!�	���F��}����	�!�/�����!��¡
10−8 ���/�=�!� �@� ����������}����!� N = 100 624 £
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�'y/{ |~}6«��	���#�������/�h�������ª�������!�����F��¨����������¯��� P0
�z����}��s�������

f = 1 ±
∫ b

a

1 dx = (b − a) = α

��};��} ���+�������F�����
α = (b−a) £ ° ��}����!��}����;���/}��!�	}���}��.�����#���O�����!�h����� �	�¯�$�I¨����I�!� �!��� P1

�
�	}_«�������	z��}��������O���h�������ª���/�O�	�¯�#�I¨����I�!�O�z�����

x 7→ x ±
• ¤ �h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}�� (b − a)

a + b

2
• ¤ �8�����/�����¢����� ¥ �/}��!�	 ������/�~��¨��������O����}�}��

∫ b

a

x dx =

[
x2

2

]b

a

=
b2 − a2

2
=

(a + b)(a − b)

2

���h�������ª���/�O�	�¯� ����}��s��¨��������O�!��� P1 £ |~}6�!�+�����8�I���¯�!�s�����!�h�������!��� P2
���������

x 7→ x2

• ¤ �h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

Iapp = (b − a)

(
a + b

2

)2

= (b − a)
a2 + b2 + 2ab

4

• ¤ �8�����/�����'�I¨������#����� ¥ �/}��!�� ��������O����}�}��

Iexact =

∫ b

a

x2 dx =

[
x3

3

]b

a

=
b3 − a3

3
= (b − a)

b2 + ab + b2

3

|~}B�@���/}��¯�
Iapp − Iexact = −(b − a)

(a − b)2

12
6= 0

�'y�� � �����
f
��}��h����}���������}

C
2 �����8�¯����� P

�!��} �z������}����l�@� ¥ ��}��������z���/���!�/��} � ¥ � �����l���!�@���
�����/}�� a + b

2
£
	 �/��������� ¥ ����� �+�Q���8�����������¯����� ¥ ��}��������z���/���!�/��}¢����}L�l���ª�����!�h���/�O� ¥ �	�!�������

∀x ∈ [ a ; b ] ∃ξ ∈ [ a ; b ] f(x) − P(x) =

(
x − a + b

2

)2

2
f (2)(ξ)

����}��

∀x ∈ [ a ; b ] |f(x) − P(x)| 6

(
x − a + b

2

)2

2
‖f (2)‖∞

© ���F���/�/���	�����	���I���l�@�
P
�+���#���O���� ��!� 1 ���#�����~���8�����!�h���/�~�����������������!����� �+�������O���� ��!� 1 �

���h�������ª���/�O�	�¯�#�I¨����I�!�s�z�����
P ±

∫ b

a

P(x) dx = (b − a)P

(
a + b

2

)
= (b − a)f

(
a + b

2

)
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�����'�+���#���h�������ª���/�����8�������������������s�����������������s�z�����
f £ |~}6��}L���	�������

∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) dx − (b − a)f

(
a + b

2

)∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) dx −
∫ b

a

P(x) dx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫ b

a

(f(x) − P(x)) dx

∣∣∣∣∣

6

∫ b

a

|f(x) − P(x)| dx

6
‖f (2)‖∞

2

∫ b

a

(
x − a + b

2

)2

dx

���O���/���
∫ b

a

(
x − a + b

2

)2

dx =
1

3

[(
x − a + b

2

)2
]b

a

=
1

3

((
b − a

2

)3

−
(

a − b

2

)3
)

∫ b

a

(
x − a + b

2

)2

dx =
(b − a)3

12|~}_�!������«���	�}����/���@�	}��
∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) dx − (b − a)f

(
a + b

2

)∣∣∣∣∣ 6
(b − a)3 ‖f (2)‖∞

24

�'y�� � }6���!�/�����!��}��F���l�������ª������� ¥ ��}����� �����������}_�!���#�������I��}B���	� [ xi ; xi+1 ]
����}§���!����«�� ±

∫ d

c

f(x) dx =
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(x) dx

≈
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)f

(
xi + xi+1

2

)
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�¢y/{ |~}B�������������s��}��O�����!�h���������8�������������!���!�O�������!�������	�s�!�����F���h�������@�
∫ 1

−1

f(x) dx ≈ αf(−1) + βf(0) + γf(1)

	 	�} ���ª���I�!�	�!�@�/}����~���+� ������� �I�/��}���� α, β, γ
����}L�+�I�����s�����8�/�;�������ª���/���	�¯�~��¨��������8�¯��� P0

�
P1

�I� P2

• �¯�
f : x 7→ 1

�����/�����Q���8�	�����I���'��¨������#���O� ¥ �/}��!�	 ������/�O����}�}��
∫ 1

−1

1 dx = 2

����}z���/� �����s���h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

αf(−1) + βf(0) + γf(1) = α + β + γ

��}L�@����}��s� ¥ �+������������}
α + β + γ = 2

• �¯�
f : x 7→ x

�����������Q�/�8�����/�����'�I¨����I�#���O� ¥ ��}����� ������/������}�}��
∫ 1

−1

x dx = 0

����}z���/� �����s���h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

αf(−1) + βf(0) + γf(1) = −α + γ

��}L�@����}��s� ¥ �+������������}
−α + γ = 0

• �¯�
f : x 7→ x2 �����/�����Q���8�	�����I���'��¨������#����� ¥ ��}��!�	 ������/�s����}�}��

∫ 1

−1

x2 dx =
2

3

����}z���/� �����s���h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

αf(−1) + βf(0) + γf(1) = α + γ

��}L�@����}��s� ¥ �+������������}
α + γ =

2

3
� }B���	�!���/«���}��Q�/�8�!���¯� �	�@�





α + β + γ =2
−α + γ =0

α + γ =
2

3
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α =
1

3

β =
4

3

γ =
1

3

� � � { ����� �
� �I�����/�	�.�������I���/����}��$�I��� z�+����������� �!�/�l������	��	�	���	���¦��} � ¥ �	�¯�¦��������� �¯���¦��} �/}��!����«����/����¯���@�I���!�������ª�z���O�����������!�s¡

0 £ 	 �/}��¯���'��}��h�������O�¯���s���	��¨'�� ¥ ��}����� ������/�h��� x 7→ xk�	�¯��}������/� £
¬ª¥ ��}��~�;��}��������# ��	}��������/�����¯���.��} �/}��!����«����/��� [ a ; b ]

����} �ª�������!���Q��}��������I�.¡����!�/�����¯�	�
��}�� z���!�ª���8�����/��}����@�	� ��� Pk

�������!����� �I��}��������������h���ª�����/��}����@�	� �¯���@�I���!�������	�
�¯���

[ a ; b ]
�������@�@�O�/� ����¯�����+�

x 7→
(

x − a + b

2

)k

£
|~}6�!�+�����O¡@���!�+�¯�	}����I���¯���O�������ª���/���¯��� P3

• ¤¦¥ ��}��!�	 �����������}_��� x 7→ x3 ����}�}��
∫ 1

−1

x3 dx =

[
x4

4

]1

−1

= 0

• ¤ �h�������ª���/���������!�������	�s����}�}��

α(−1)3 + γ13 = −α + γ = 0

����}��s�/�h�����!�h�����O�+��� �����!�!�'�I¨������!���!��� P3 £�� �	�¯�!��}z�F�@����}�����}���}��#���I�¯���O�������ª���/���¯��� P4

• ¤¦¥ ��}��!�	 �����������}_��� x 7→ x4 ����}�}��
∫ 1

−1

x4 dx =

[
x5

5

]1

−1

=
2

5

• �I�#���ª�����!�h���/�O����������������������}�}��

α(−1)4 + γ14 =
2

3

|~}@��} ���	�������Q����� �/�s�����!�h����� } ¥ �+���.��������¨��������#�¯��� P4 £�¤ �s�������ª���/� ��� � ���@���!��}@�+���.����}���������	 ���� � £
	 	z} ��� ���I�������@��}��	�;� ¥ ����������� ��� �������������!���!������}j«�� �������/���¯�	� ��}��B�����!�h�����L� ¥ ������������ ¥ �/}��������z���/���!�/��} £ 
 ���@�@�§���L�����!�h���/�§�	�¯�;���6���� ���� � �Y��} �����	�������_��} �����/��}����@�

P
�����

�/}��!���������/�
f
�������z�!�����$���#���	 ������@��¨����;���������¦�!�	�������#���s�������ª���/�#��� �������������!�����F�����������������

���
f
�¯���

[−1 ; 1 ]
����}�}��;�/�;� ���@�;���	�!���������8�����;� ¥ �/}��!�� ��������@��¨��������@��� P £ |~} �z�	���ª�������¨��	�@�����s������}����!�s���s�����/��}����@���������/}��!�	�!�����/�

f
��} −1, 0, 1

���I�������'��}��������z�����
f ′
��}

0 £ 
 ������/��}����@�O�	�¯����}B����I� ���8���� ���� � �����#��}B�
∫ 1

−1

P(x) dx = αP(−1) + βP(0) + γP(1) = αf(−1) + βf(0) + γf(1)
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¬ �����/��������}L�h� ¥ �����!�	����� ¥ �/}��!�	�!��������������}6�!���/«���}��!�

∀x ∈ [−1 ; 1 ] ∃ξ ∈ [−1 ; 1 ] f(x) − P(x) =
x2(x − 1)(x + 1)

4!
f (4)(ξ)

� ¥ ��®6� ¥ ��}B���	�������#���h�;�����������!�/��}

∀x ∈ [−1 ; 1 ] |P(x) − f(x)| 6

∣∣x2(x − 1)(x + 1)
∣∣

4!
‖f (4)‖∞

|~}_�!������«������/�����
∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx − αf(−1) − βf(0) − γf(1)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx −
∫ 1

−1

P(x) dx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ 1

−1

(f(x) − P(x)) dx

∣∣∣∣

6

∫ 1

−1

|f(x) − P(x)| dx
∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx − αf(−1) − βf(0) − γf(1)

∣∣∣∣6 ‖f (4)‖∞
∫ 1

−1

∣∣x2(x − 1)(x + 1)
∣∣

4!
dx

|~}B�����/�������O� ¥ �/}��!�	 ������/� ���!����«��	�
∫ 1

−1

∣∣x2(x − 1)(x + 1)
∣∣ dx =

∫ 1

−1

x2(1 − x2) dx

=

[
x3

3

]1

−1

−
[
x5

5

]1

−1

=
2

3
− 2

5∫ 1

−1

∣∣x2(x − 1)(x + 1)
∣∣ dx =

4

15
|~}_�!������«���	�}����/���@�	}��

∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx − αf(−1) − βf(0) − γf(1)

∣∣∣∣ 6
‖f (4)‖∞

90

�¢y�� © ���������I�������@��}��	�Y��}��¦�����!�h�����.���.�������������!�����$�����������������$�!���
[ a ; a + h ]

�������	��������}��
��}��#�!����}z�������!�;��������};���;}�� �	}�«�������}��¦���s�¯�	 ��@��}��

[−1 ; 1 ]
�!���

[ a ; a + h ] ± �����/�����������	�¯�Q������h�������l�
ϕ : x 7→ Ax + B

����®6���+�F�!�	�����
A
�I�

B
«��	�!��	��	}��

{
−A + B = a

A + B = a + h

� ¥ ��® 



A =
h

2

B = a +
h

2

© �����Y�������!�������	�=� ¥ �/}��!�	 ������/�
∫ a+h

a

f(x)dx
����}8�����!�.����}��

x =
h

2
x+a+

h

2
£ 
 ���¯�!�.����}z���!�/��}

�+��� ��/��}B��}
C 1 �������	���@�����������¯�@�����I�#��}B� dx =

h

2
du
��� ¥ ��®

∫ a+h

a

f(x) dx =

∫ 1

−1

f

(
h

2
u + a +

h

2

)
h

2
du
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��}_�	}B���	�������#���ª�����!�h���/�O���8���z�������������!�O�������!�������	�s�!���/«���}��!�
∫ a+h

a

f(x) dx =
h

2

(
1

3
f(a) +

4

3
f

(
a +

h

3

)
+

1

3
f(a + h)

)

� }L�������/�/������}������h�������ª���/��� ¥ �	�!�������.���!����«��	���¯��� [−1 ; 1 ]
¡l���ª����}���������}

u 7−→ h

2
f

(
h

2
u + a +

h

2

)

����}��F���l��������«����O���������!�����@�O�	�¯���� ������O¡ h5

32
f (4)

(
h

2
u + a +

h

2

) �z�	�!�@�I� ���s���!����«��	�Q�����
∣∣∣∣∣

∫ a+h

a

f(x) dx − h

2

(
1

3
f(a) +

4

3
f

(
a +

h

2

)
+

1

3
f(a + h)

)∣∣∣∣∣ 6
h5‖f (4)‖∞

2880

© ���!����}��~���8���;�����!�h�����h��� � �/�@���!��} �!���
[ a ; a + h ]

����}L�+�I�����s�/�@�����!�h���/�ª�I���l�����!���!�ª�!�����
«���}���� ±

∫ d

c

f(x) dx =
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(x) dx

≈
n−1∑
i=0

h

2

(
1

3
f(a) +

4

3
f

(
a +

h

2

)
+

1

3
f(a + h)

)

≈ h

2
f(c) +

h

2
f(d) +

h

3

n−1∑
i=1

f(xi) +
2h

3

n−1∑
i=1

f

(
xi + xi+1

2

)

� �#��}6�;���������Q���h�������ª���/��� ¥ �	�!�������F�!���/«���}��!� ±
∣∣∣∣∣

∫ d

c

f(x) dx −
[

h

2
f(c) +

h

2
f(d) +

h

3

n−1∑
i=1

f(xi) +
2h

3

n−1∑
i=1

f

(
xi + xi+1

2

)]∣∣∣∣∣

6
n−1∑
i=0

h5‖f (4)‖∞
2880

=
(d − c)h4‖f (4)‖∞

2880
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∫ a+h

a

f(x) dx = α0f(a) + α1f

(
a +

h

3

)
+ α2f

(
a +

2h

3

)
+ α3f(a + h)


 ���l�@�	}
	I��}��$�z�������I�������@��}��	�F���+�Q������� �I�/��}����
α0, α1, α2, α3

��}6�	���!�/«���}��Q�����O���8�����!�h�����
�����������������!�����O�����������������O�+�����I¨������!���!��� P0

� P1
� P2

�I� P3

• � ��/�8�������ª���/� �+���F�I¨����I�!�s�¯��� P0
�����/�����¦�	���/� �+���F�I¨����I�!�~�z�����.��������}���������}_����}��¯����}������

�� �������¡ 1 £ |~}B�	}6���+�������
α0 + α1 + α2 + α3 = h

• � �~��� �����!�h����� �	�¯�§�I¨����I�!� �!��� P1
�Q���������@�	���/� �+���§��¨�������� �������_�/� ����}���������}

x 7→(
x − a − h

2

)
£�¤¦¥ ��}��!�	 �����������}§�I¨������!������}�}��

∫ a+h

a

(
x − a − h

2

)
dx =

1

2

[(
x − a − h

2

)2
]a+h

a

= 0

����}z���/� �����s���h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

α0f(a) + α1f

(
a +

h

3

)
+ α2f

(
a +

2h

3

)
+ α3f(a + h)

= −h

2
α0 −

h

6
α1 +

h

6
α2 +

h

2
α3

��}B��}B���	�������#���@���������!�/��}
−h

2
α0 −

h

6
α1 +

h

6
α2 +

h

2
α3 = 0

���B��}��������
−α0 −

1

3
α1 +

1

3
α2 + α3 = 0

• � �~��� �����!�h����� �	�¯�§�I¨����I�!� �!��� P2
�Q���������@�	���/� �+���§��¨�������� �������_�/� ����}���������}

x 7→(
x − a − h

2

)2

£�¤$¥ �/}��!�� ������!�/��}_�I¨����I�!������}�}��

∫ a+h

a

(
x − a − h

2

)2

dx =
1

3

[(
x − a − h

2

)3
]a+h

a

=
2

3

h3

8

����}z���/� �����s���h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

α0f(a) + α1f

(
a +

h

3

)
+ α2f

(
a +

2h

3

)
+ α3f(a + h)

=
h2

4
α0 +

h2

36
α1 +

h2

36
α2 +

h2

4
α3

��}B��}B���	�������#���@���������!�/��}
h2

4
α0 +

h2

36
α1 +

h2

36
α2 +

h2

4
α3 =

h3

12���B��}��������
3α0 +

1

3
α1 +

1

3
α2 + 3α3 = h



1 � ������� �	��
���������������
�����������
� !�#"�
���
$��������
%'& �(�(��)��$*+
��,�.-/
��������
�0

• � �~��� �����!�h����� �	�¯�§�I¨����I�!� �!��� P3
�Q���������@�	���/� �+���§��¨�������� �������_�/� ����}���������}

x 7→(
x − a − h

2

)3

£�¤$¥ �/}��!�� ������!�/��}_�I¨����I�!������}�}��

∫ a+h

a

(
x − a − h

2

)3

dx =
1

4

[(
x − a − h

2

)4
]a+h

a

= 0

¤ �h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

α0f(a) + α1f

(
a +

h

3

)
+ α2f

(
a +

2h

3

)
+ α3f(a + h)

= −h3

8
α0 −

h3

216
α1 +

h3

216
α2 +

h3

8
α3

��}B��}B���	�������#���@���������!�/��}
h3

8
α0 −

h3

216
α1 +

h3

216
α2 +

h3

8
α3 = 0

���B��}��������
−α0 −

1

27
α1 +

1

27
α2 + α3 = 0

|~}_�!������«������/}��¯�'�/���¯���¯� �	�l�




α0 + α1 + α2 + α3 = h

−α0 −
1

3
α1 +

1

3
α2 + α3 = 0

3α0 +
1

3
α1 +

1

3
α2 + 3α3 = h

−α0 −
1

27
α1 +

1

27
α2 + α3 = 0

����}��F���@�¯�������!�/��}6�	�¯�
α0 = α3 =

h

8
α1 = α2 =

3h

8

 ���	��������}����!���I���¯���F�������ª���/�#���#�������������!�����������������������F�+���¦��¨��������#�¯��� P4 £ |~}l�!�	�¯�!�~�I�I�!�!�
�����!�h�������!���

x 7→
(

x − a − h

2

)4

£
• ¤¦¥ ��}��!�	 �����������}§�I¨������!������}�}��

∫ a+h

a

(
x − a − h

2

)4

dx =
1

5

[(
x − a − h

2

)5
]a+h

a

=
h5

80

• �/�l�����!�h�����O���8�������������!�����O�����������������O����}�}��

h

8

h4

16
+

3h

8

h4

362
+

3h

8

h4

362
+

h

8

h4

16
=

7h5

432
6= h5

80

���h�������ª���/�O} ¥ �+��� ����}��s�����F�I¨����I�!���¯��� P4 £ 
 �I�!�!�O�������ª�����O�	�¯�#����}z�s���8���� ��!� � £
� �����

f
��}��h����}���������}

C
4 £ © ���������I�������l�/}��	�s� ¥ �����!�	����� ¥ �/}��!�	 ������!�/��}=�z��} �������/�/�!�@���l������/��}����@�@��}��������z���/���!�����O��� ¤ �� �����}� �� P

���
f
��} �/�	�O�����/}����

a, a +
h

3
, a +

2h

3
, a + h £ 
 �
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f(a) =P(a)

f

(
a +

h

3

)
=P

(
a +

h

3

)

f

(
a +

2h

3

)
=P

(
a +

2h

3

)

f(a + h) =P(a + h)

¬ �8���/���	���/�=�	�¯�~���h���� ��!� � ������}z�O�/�@�����!�h���/�8���ª�������������!�������������������������+���#��¨����������z�����
���s�����/��}����@� £ |~}B�l� ¥ �	�!�������F� ¥ �/}��!�������������!�/��}B�!����«���}���� ±

∀x ∈ [ a ; a + h ] ∃ξ ∈ [ a ; a + h ]

f(x) − P(x) =

(x − a)

(
x − a − h

3

)(
x − a − 2h

3

)
(x − a − h)

4!
f (4)(ξ)

� ¥ ��®6� ¥ ��}B���	�������

|f(x) − P(x)| 6

∣∣∣∣(x − a)

(
x − a − h

3

)(
x − a − 2h

3

)
(x − a − h)

∣∣∣∣
4!

‖f (4)‖∞

¤ �O�	�����I���'��¨������#���8���I�!�!���/}����� ��������O����}�}��

∫ a+h

a

∣∣∣∣(x − a)

(
x − a − h

3

)(
x − a − 2h

3

)
(x − a − h)

∣∣∣∣
4!

=
49 h5

174960

��}6�@����}��s�/�@�;�����������!�/��}§� ¥ �	�!�������#� ¥ �/}��!�� ������!�/��}6�¯���/«���}��!�
∣∣∣∣∣

∫ a+h

a

f(x) dx −
[
h

8
f(a) +

3h

8
f

(
a +

h

3

)

+
3h

8
f

(
a +

2h

3

)
+

h

8
f(a + h)

]∣∣∣∣∣ 6
49 h5‖f (4)‖∞

174960

�=y�� |~}B� ¥ �/}��!�����	���!�s���I�¢¡@��}��s�������ª���/�����8�������������������s�����������������O¡l������¨6�z����}����
∫ 1

0

g(t) dt = Ag(0) + Bg(t0)

	 	�} ���ª���I�!�	�!�@�/}����~���+� ������� �I�/��}���� A
�I�

B
�z��}L�	���!���~�����8���@�����!�h�������+���s�I¨����I�!�8�!��� P0��� P1 £

• � ��/�8�������ª���/� �+���F�I¨����I�!�s�¯��� P0
�����/�����¦�	���/� �+���F�I¨����I�!�~�z�����.��������}���������}_����}��¯����}������

�� �������¡
1
������}��

A + B = 1

• � �.���6�������ª����� �+���h�I¨����I�!�§�!��� P1
�����/���������/���§�	�¯�ª�I¨����I�!� �������8�/�L����}��I�!�/��}

t 7→ t
�

� ¥ ��}����� �����������}_��¨��������s����}�}��
∫ 1

0

t dt =

[
t2

2

]1

0

=
1

2

�I�#���ª�����!�h���/�O���8���z�������������!�O�������!�������	�s����}�}������l«����/�����
Bt0 £
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|~}6��}L���+������� �����
A =

2t0 − 1

2t0

�I�
B =

1

2t0� |~} ��¨��������O�/� �����
t0 = 0

�¢�����¦�I�������	�!�z��}����������s¡6�/�_�����!�h�����@���+�O�!�+������}� ��/�	�O¡6 ������������ £
 ���	��������}��T¡s�����	�!��}����������	 ����F���Q���!�+�I���¯�/��}l�����/�~�����!�h����� £ © �����¦������������}h�!�+�������/�~�����!�h������!��� P2 £
• � ¥ ��}����� �����������}_��¨��������s��� t 7→ t2

����}�}��
∫ 1

0

t2 dt =

[
t3

3

]1

0

=
1

3

• �/�l�����!�h�����O���8�������������!�����O�����������������O����}�}�� 1

2t0
t20 =

t0

2

¤ �ª�����!�h���/�s�+���#����}��O�I¨������!���!��� P2
���!�¢�I� �!�����/���@�	}��#�!�

t0 =
2

3
£

¬ ��}��F�I�O���	�!}��/���Q����������}_�������������~�!���/�ª�������ª���/� �+���F�I¨������!�s�¯��� P3
�������.��¨��	�@�����~�z�����

t 7→ t3
��� ¥ ��}����� �����������}§��¨��������O����}�}��

∫ 1

0

t3 dt =

[
t4

4

]1

0

=
1

4

�������#�����!�h���/�Q���F�������������!�����.�����������������.����}�}��Q��� «����/����� 2

9
£ |~}ª��}l���	�������¦�����F���#�����!�h�����} ¥ �	�¯� �¯���;�����F�I¨������!���!��� P3 £
 ��}z�I����}���}��F���l�������ª���/��� ¥ �	�!�������F���8���z�������������!� ±

• � �
t0 6= 2

3

���/�O�����!�h���/�#�	�¯�.��� ���� ����
1 £ � ����� f

��}�������}���������}
C

2 ���I� P
�¯��};�z������}����l�

� ¥ �/}��!�	�!��������������}O����¨O�z����}���� 0
�I�

t0 £ |~}��#������������Q�������ª���/�¦� ¥ �����!�	���=� ¥ �/}��������z���/���!�/��} ±
∀t ∈ [ 0 ; 1 ] ∃ξ ∈ [ 0 ; 1 ] f(t) − P(t) =

t(t − t0)

2
f (2)(ξ)

� ¥ ��®B�/�l�;�����������!�/��}

∀t ∈ [ 0 ; 1 ] |f(t) − P(t)| 6 ‖f (2)‖∞
t |t − t0|

2

¬ �����/���
Af(0) + Bf(t0) = AP(0) + BP(t0) =

∫ 1

0

P(t) dt

� �/}������	�l�	}��	����}6�	�����I���/�O� ¥ �����!�	���#� ¥ ��}����� �����������} ±
∣∣∣∣
∫ 1

0

f(t) dt − 2t0 − 1

2t0
f(0) − 1

2t0
f(t0)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫ 1

0

(f(t) − P(t)) dt

∣∣∣∣

6

∫ 1

0

|f(t) − P(t)| dt

6
‖f (2)‖∞

2

∫ 1

0

t |t − t0|dt

6
‖f (2)‖∞

2

[
−
∫ t0

0

t(t − t0)dt

+

∫ 1

t0

t(t − t0)dt

]

6
‖f (2)‖∞

2

(
1

3
− t0

2
+

t30
3

)
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• �¯�
t0 =

2

3

�¦���������h�/� �������ª�����6�	�¯� ���L���� ��!� � £ |~} ���	�����@�@��}����_�/�B� ���@�6�!�����������
��} ���!�	}���}��~�������

P
���l�z������}����@�ª�/}��������z���/��}��~�/�	�~�z����}����

f(0), f(t0), f
′(t0) £ |~} ���}��������

Af(0) + Bf(t0) = AP(0) + BP(t0) =

∫ 1

0

P(t) dt

� �=��}B�!���������!�������
f
�+���s���8�I�������¯�

C 3 �����/�����F��}L�l�/�l�����!�h���/�8� ¥ �	�!�������#� ¥ �/}��!�	�!������/���!�/��}

∀t ∈ [ 0 ; 1 ] ∃ξ ∈ [ 0 ; 1 ] f(t) − P(t) =
t(t − t0)

2

6
f (3)(ξ)

� �/}������	�l�	}��	����}6�	�����I���/�O� ¥ �����!�	���#� ¥ ��}����� �����������} ±
∣∣∣∣
∫ 1

0

f(t) dt − 1

4
f(0) − 3

4
f

(
2

3

)∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫ 1

0

(f(t) − P(t)) dt

∣∣∣∣

6

∫ 1

0

|f(t) − P(t)| dt

6
‖f (3)‖∞

6

∫ 1

0

t

(
t − 2

3

)2

dt

6
‖f (3)‖∞

6

[∫ 1

0

(
t − 2

3

)3

dt

+
2

3

∫ 1

0

(
t − 2

3

)2

dt

]

6
‖f (3)‖∞

108
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2

3
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∫ b

a

f(t) dt ≈
n∑

i=1

λif(xi)

���/�����@��}j�������_���I�!�	�!�@�/}����§���+�
λi

��}j�	���!�/«���}��§�����L��� �������ª���/�B�	�¯�§�I¨������!� �!���
P0,P1 . . .Pn−1

� � } �	���!�/«���}��ª����� �I���¯�!�@�����!�h���/�;�	�¯�8�I¨����I�!�@�z�����
x 7→ xk �¢��®� ¥ ��}������	� k

�+���#����}��
[[ 0 ; n − 1 ]]

����}_�!������«��O��}L�¯���¯� �	�l�����	�¦��} � ¬ ��� � ° ��}������ £|~} �������s�����h���I�!�!�h�������ª���/�ª�+������� �������O���l���� ��!�
2n
������s�������s�/� ����}��I�!�/��}

x 7→
n

Π
i=1

(x − xi)
2 ��/�§�������ª�����l���l�������������!���!�l�����������������ª�	�¯�s}����/����������}z���/�O�����

� ¥ �/}����� ��������O���8�I���¯���O����}��I�!�/��}6�	�¯� �����!���������@��}����z���¯���!�/«�� £� �����
P
��} �z������}����@�ª���h���� ����8��� �����z�

2n − 1 £ © ����� �	«����/�����~�/� �����������}������}��!���B��� �	�����I���~���L� ¥ �/}����� ��������6�I¨����I�!�B�I�_�/� «����/����� ����}�}��	�L�����;��� �������ª�����L����������������������~�������!�������	������}_�z���¯�
R
�/�s�!�+�����s���O���h����«����¯�/��}_�������������/��}�}��O���

P
�z���

n

Π
i=1

(X − xi)

P(X) = Q(X)
n

Π
i=1

(X − xi) + R(X)

|~}l�����������
R(xi) = P(xi)

�������¦�!�����
i
������}��F�/�	�T«����/������������}�}��	�	�T�������/�s�����!�h�����

�����������������������s�������������������¯��}��F�/�	�F� �	�l�+���������
P
�I�

R £ 	 �/}��¯�
∫ b

a

P(t) dt −
n∑

i=1

λiP(xi) =

∫ b

a

P(t) dt −
n∑

i=1

λiR(xi)

=

∫ b

a

P(t) dt −
∫ b

a

R(t) dt

=

∫ b

a

Q(t)
n

Π
i=1

(t − xi) dt

|~}_�	}L���	������� ���������h�������ª���/�O�	�¯�F��¨��������O�z�����F�!�����
P
����}�� P2n−1

���¯�
∫ b

a

Q(t)
n

Π
i=1

(t − xi) dt = 0

�z�������������
Q
���ª���� ������/}����������	��� ¡

n − 1 £ � �=�!� �@�~����}��8�����
n

Π
i=1

(X − xi)
�!�����#���

n
���	�@�s�����/��}����@�O���!�!���� ���}�������������/�O������������� �������/�������

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(t) dt


~c�� �.q��§e8nlm4nlm� t8i@p'p��	�;m��@m�� n@f8m

�'y/{ 	 	�} ���;�����!�����@��}����O���+�O�I����� �I�/��}����s���h��� �����!�h���/�l���;�������������!�����ª����������������������}�+�I�����#���������ª�����!�h���/�s�+������¨��������O�!��� P0
�I� �!��� P1 £
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• � ��� P0
���������I¨����@���/���������

x 7→ 1
��� ¥ �/}����� ������!�/��}§��¨�������������}�}��
∫ 1

−1

dx = 2

���/�����Q���������h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

αf

(
− 1√

3

)
+ βf

(
1√
3

)
= α + β

��}6�!������«��s����}��s� ¥ �+���z���!�/��}
α + β = 2

• |~}L�	�I�����~¡;�����	�!��}��~�����8���@�����!�h�������+���s�I¨����I�!�8�!��� P1
������}z���z�����

x 7→ x £¤¦¥ ��}������ ������!�/��}_�I¨����I�!�����8���I�¯���O����}��I�!�/��}B����}�}��
∫ 1

−1

x dx =

[
x2

2

]1

−1

= 0

���/�����Q���������h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��
α − β

��}6�!������«��s����}z�¯�'� ¥ �+������������}
α − β = 0

|~}6��}L���+������� ���/}��¯�¢�����
α = β = 1 £

� �	�!��	���}���¡l���!�+�¯�	}������������h�������ª���/�O�	�¯�#���8���� ��!�
3 £

• © �����O�����ª���;�������ª�����l�¯�����s�I¨����I�!�ª�!��� P2
�z�/���¯� �@�O�����h���@�������ª�����l�¯�����s�I¨����I�!�h�!���

��}�� ����¯�����#���I�¦�	�!�����I��������}��F�/���!� �@�$��� ¥ �	���/���¯�����¦��¨��������Q������� x 7→ x2 £ © �����¦�I�I�!�!�����}��I�!�/��}¢��� ¥ ��}��!�	 �����������}§�I¨������!������}�}��
∫ 1

−1

x2 dx =

[
x3

3

]1

−1

=
2

3

����}z���/� �����s���h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��

f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
=

2

3
� � ��}6��}L���+������� �����O�/�l�����!�h�����O�+�����I¨������!���!��� P2

• © �����O�����ª���;�������ª�����l�¯�����s�I¨����I�!�ª�!��� P3
�z�/���¯� �@�O�����h���@�������ª�����l�¯�����s�I¨����I�!�h�!���

��}�� ����¯�����#���I�¦�	�!�����I��������}��F�/���!� �@�$��� ¥ �	���/���¯�����¦��¨��������Q������� x 7→ x3 £ © �����¦�I�I�!�!�����}��I�!�/��}¢��� ¥ ��}��!�	 �����������}§�I¨������!������}�}��
∫ 1

−1

x3 dx = 0

�����.�/������}��I�!�/��};�	�¯�$�/�@�����/�!�������.�/}����� ��!�	�#�¯���.��};�/}�������«����/��� �!���@�I�!���������#�����$�������z���¯�
¡

0 £�¤ �h�����!�h�����������������������!�����O����������������������}�}��

f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
= 0

� � ��}6��}L���+������� �����O�/�l�����!�h�����O�+�����I¨������!���!��� P3
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• � } ����«���}��������.�/� �������ª���/� } ¥ �+���B�����_�I¨������!� �¯��� P4 £ � }r����I�+�F�!�����
f : x 7−→(

x − 1√
3

)2(
x +

1√
3

)2

£ 	 �/�����#� ¥ �/}��!�� ��������ª�I¨����I�!�ª���l�I���¯�!�ª����}��I�!�/��} �+���O�����!����������l�	}��T�����!���!�/«����+����}������������Q�/�~�������ª�����F���F���z�������������!�F�������!�������	�$�������/���¯�	�F��«��	�.�I�I�!�!�
����}��I�!�/��}L����}�}��

0 £|~}6��}L���+������� �����s���l�������ª�����������������������!�����s�����������������s�	�¯� ���8���	 ���� � £
�'y�� ¤ �~�z������}����@�~� ¥ ��}��������z���/���!�/��}§� ¥ � �	�!�@���!�O�I��}������!�����F�¯���Q�/�	�Q������I���!�!�	�.�����O�������$�+���� ¥ ��}��/�����������/��}����@� P

���8���	 ���� � �!�	�=�����




P

(
1√
3

)
= f

(
1√
3

)

P′

(
1√
3

)
= f ′

(
1√
3

)

P

(
− 1√

3

)
= f

(
− 1√

3

)

P′

(
− 1√

3

)
= f ′

(
− 1√

3

)

¬ �����/��������}L���/�!�����!�O�����/�h�������ª������� ¥ �����!�	����� ¥ ��}��!�	�!��������������}6�!���/«���}��!�

∀x ∈ [−1 ; 1 ] ∃ξ ∈ [−1 ; 1 ] f(x) − P(x) =

(
x − 1√

3

)2(
x +

1√
3

)2

4!
f (4)(ξ)

¬ �8�I���¯�!���	 ��������!������}L���	�������#���l�@����������������}
∣∣∣∣
∫ 1

−1

(f(x) − P(x)) dx

∣∣∣∣ 6
‖f (4)‖∞

4!

∫ 1

−1

(
x − 1√

3

)2 (
x +

1√
3

)2

dx

¬ �#���/���	���I���l�@�����s�������ª���/�#��� �������������!���!�F�������!�������	�Q�+���.�I¨����I�!�#�!��� P3
���	���/���	�¯�$�I¨������!�

�������
P ±

∫ 1

−1

P(x) dx = P

(
− 1√

3

)
+ P

(
1√
3

)
= f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)

�����'�+���#���h�������ª���/�����8�������������������s����������������� £ |~}6��}L���+������� �����
∫ 1

−1

(f(x) − P(x)) dx =

∫ 1

−1

f(x) dx − f

(
− 1√

3

)
− f

(
1√
3

)

� ¥ ��®6���h�;�����������!�/��}6����� ¥ �	�!�����������8�������������!���!�O�¯����«���}����
∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx − f

(
− 1√

3

)
− f

(
1√
3

)∣∣∣∣ 6
‖f (4)‖∞

4!

∫ 1

−1

(
x − 1√

3

)2(
x +

1√
3

)2

dx

� �Y�!�+�����h¡ �	�����I���/���#� ¥ ��}��!�	 ������/�8�/}�������«��	}���}�� ����}��#���;�;�����������!�/��}¢�����h�����8� ¥ ��} «��@�(�������8�/�	������� ���������}��F�/�s}�� �
∫ 1

−1

(
x − 1√

3

)2(
x +

1√
3

)2

dx =

∫ 1

−1

(
x4 − 2

3
x2 +

1

9

)
dx

=

[
x5

5

]1

−1

− 2

3

[
x3

3

]1

−1

+
1

9
[x]1

−1

=
2

5
− 4

9
+

2

9∫ 1

−1

(
x − 1√

3

)2(
x +

1√
3

)2

dx =
8

45
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un

vn

Fn−1

������� 1 � © �����T�������¯�	�����Q� ¥ �I�����z� n−1
¡ � ¥ �I�����z� n

���Q� ¥ ���/ ��������!���@�.� ¥ ���¯������}����!�;�������!���!�/��}¢���}��!���!�/�!�¦����«��	�I�!�	���
un
���#�����@�z���!��}��!�¦�!���

Vect (u1, . . . , un−1) = Vect (v1, . . . , vn−1) =
Fn−1

� �I�F«��+���������T�	�¯���!�	�����	�!��}��!�.��}l�z����}��!�/�/���+���¯���T��� 	� ������ � £ 
 ���@�@�Q��� ����!� v1, . . . vn−1�+���F���!�!����}������;���/��������+���F�!���	�F�!���@���/�O�������	�����@�z���¯�	�
un − vn

�¯���F���I�!�!������!�~¡l� ¥ ���/���s����������������#�!�	�������/�!� £
|~}_�!������«������/}��¯�'���l�;����������������}_���O� ¥ �	�!�������#�������z�������������!�

∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx − f

(
− 1√

3

)
− f

(
1√
3

)∣∣∣∣ 6
‖f (4)‖∞

4!

8

45

�'y�� ¤ �l�(���@�/���/�ª���+�#�����/��}����@�	����� ¤ �� ���}����!� (L0, L1, L2, . . . , Ln)
�	�¯� � ¥ ���¯������}����!�;����/�/�!������� � �����@�/��� ���s��� ����¯������}���}��/�����O��� Pn

���������/�O������������� �������/�������

(f, g) ∈ Pn ×Pn 7−→ 〈f, g〉 =

∫ 1

−1

f(t)g(t) dt

© ������� ¥ ��¨������������!�/��}B����� ¥ ���!�!����}����!�;���/���!���!�/��}§��� � �����@�/���+��«������F��� � �/ ����!� 1
• ¤ �§�����/��}����@� L0

�+���h���!���z���¯������}�}��	�.¡
1
�Y� ¥ �	�¯�l¡ �������_��� ¥ �/�.�+���h���§���B�������@� α0 £© �����#��� ¥ ���=�!������}������;���/�/�!�����/��(����� �����

∫ 1

−1

α2
0 dt = 1 £ |~}B���������¯���#����}z� α0 =

1

2
£

• ¤ �������/��}����@� L1
�	�¯� �������h�������l�

L1 = α1 (X − 〈X, L0〉L0)

= α1

(
X −

∫ 1

−1

x

2
dx L0

)

= α1X

|~}B���������¯���
α1

�����=�����
L1

�!�����#}����!�;���/���¯� � � £ � £ 〈L1, L1〉 = 1
� £

∫ 1

−1

(α1x)2 dx = α2
1

∫ 1

−1

x2 dx =
2α2

1

3
�I�#��}6��}L���+������� �����

L1 =

√
3

2
X
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• ¤ �O�!�������!���	�l�s�����/��}����@�8��� ¤ �	 ���}z���!� L2
�	�¯� ���O�/�l�����!�@�

L2 = α2

(
X2 − 〈X2, L1〉 − 〈X2, L0〉

)

�I�#��}B�
〈X2, L0〉=

∫ 1

−1

x2

√
3

2
x dx = 0

〈X2, L1〉=

∫ 1

−1

x2 1

2
dx =

1

3

¤$¥ ��}��/�����l�����I�/}��h��� L1
�+���

0 £'¤ � �������ª���/�@���l�������������!���!�ª�����l� ¥ ��}L�!������«��ª�	} �������/�/����}�����h�����/}��s�+���O�/� �������ª���/�@��� �����/}��s�@�/���/��� £'¤ �	�s�����I�/}��	�s��� L2
�¯��}��

+
−

1√
3

����l����������}�}��
��}��O�������ª���/�s���8���� ��!� � £
�'y�� ¤ � ����}��!���B�I¨����@���/� ����}�}�� ¡ ��� �������@���	�!� �����+��������}j�l��}��!��� ��� ¥ ��}��L�������ª���/� ����������������!����� ¡

n
�z����}����h}��_�z�	��� ���!���§��¨����������T��� �@�/����¨ �����B�¯��� P2n−1 £ |~} �����	�����������}��s��}��O�����!�h���������8���� ���� � ���	}_�(���/����}�����}L������}� ��	�l�	}��F����«����!������/�O�z�����#�!�s�����@�	}����

�!���
[−1 ; 1 ] ± ∫ ϕ(d)

ϕ(c)

f(x) dx =

∫ d

c

f ◦ ϕ(u) ϕ′(u)du

|~} �����	�������
ϕ
�/��}��	���/���O�!���/�/�ª�����

ϕ(−1) = a
���

ϕ(1) = b £ |~}L�����	�������8����}�� α
�I�

β
�!�����

�����
ϕ : x 7→ αx + β

�I�
{

ϕ(−1) = −α + β = a

ϕ(1) = α + β = b� ¥ ��® 



α =
b − a

2

β =
a + b

2

���#��}6��}L���	�������
ϕ′(x) =

b − a

2

��� ¥ ��®
∫ b

a

f(x) dx =

∫ 1

−1

f

(
b − a

2
x +

a + b

2

)
b − a

2
dx

� �#�	}L�������/�����z��}����/�h�������ª���������8�������������!�����O�����������������O�!���
[−1 ; 1 ]

����}§���!����«��
∫ b

a

f(x) dx ≈ b − a

2

(
f

(
b − a

2

1√
3

+
a + b

2

)
+ f

(
−b − a

2

1√
3

+
a + b

2

))

�'y�� 	 	z} ���6���I�������l�/}��	�ª��}��§�������ª���/�§���6������������������� �����������������_¡ n
�z����}����h�����Q�¯�����

��¨��������h�!��� P2n−1
���/���¯���l�����l�������I�����	�~�/�

n
�����@�h�z������}����l�l��� ¤ �� ���}����!���z���O���l���������!����������������/}��������8�������������!���!�s���+�F�����I�/}��	�����O�����z������}����@� £
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	 	z}B���������h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������
∫ 1

−1

f(x)√
1 − x2

dx = αf(x0) + βf(x1)

�!�����@���6���	 ����_�;��¨��/�;�����T�����!� �@�;���6�������/�!�/�	�T�������
x0

���
x1
���/�	�l�����I�/}��+�h��� �!�������!���	�l�

�����/��}����@�O���!�!���� ���}������z�������/�����!��������� �������/�������

(f, g) ∈ Pn ×Pn 7−→ 〈f, g〉 =

∫ 1

−1

f(t)g(t)√
1 − x2

dt


 ���/��������}����/�	�$���!�	�@���	���$�z������}����l�+�����!�!���� ���}�����¨ª�z�����.��� �������������.�����������/��� � |~};}����!� ���	�
�����/��}����@�	�

T0, T1, . . . , Tn, . . .
�

• ¤ �8�����/��}����@� T0
�	�¯�~����}��¯����}��+���������l�������@�

T0(x) = K
����� ��}L�����	�������

K
�!���������

�I�������/��}����@���¯������}����!�;���/���¯� £
∫ 1

−1

K2

√
1 − x2

dx = K2 [Arcsin (x)]1
−1 = πK2

� ¥ ��®B� ¥ ��}B���	������� K =
1√
π
£

• ¤ �������/��}����@� T1
�	�¯�������/�h�������@�

T1 = K1 (X − 〈X, T0〉T0)

��®B� ¥ ��}B�
〈X, T0〉 =

1√
π

∫ 1

−1

x√
1 − x2

dx = 0

¤ �������/��}����@� T1
�	�¯������}������O���h�������l�

K1X £�¬ �����/��������}6«������ ‖T1‖ = 1
�!�����

∫ 1

−1

K2
1x

2

√
1 − x2

dx = 1

¬ ��}��#�I���¯������}��!�	 ������/������}6�����!� x = sin u
���I�8�����=��� �	}������B�����/�����¢���

∫ π/2

−π/2

sin2(u) du =

∫ π/2

−π/2

1 − cos(2u)

2
du =

π

2

�I�#��}_�!������«������/}��!�
K1 =

√
2

π

��� ¥ �	�¯� ¡@�������������

T1(X) =

√
2

π
X

• ¬ª¥ �������	�~� ¥ ���� ������������@�h� ¥ ���!�!����}������;���/�/����������}L��� � �����l�����+�'���h�z������}����l� T2
�+�������

�/�l�����!�@�
T2(X) = K2

(
X2 − 〈X2, T1〉T1 − 〈X2, T0〉T0

)
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�I�#��}B�
〈X2, T0〉 =

1√
π

∫ π/2

−π/2

x2

√
1 − x2

dx =

√
π

2
�I�

〈X2, T1〉 =

√
2

π

∫ π/2

−π/2

x3

√
1 − x2

dx = 0

¬ª¥ ��}��ª�@��}��������� ���}��������/�����/�	�#�����/��}����@�+�F���!�!���� ���}z����¨_��� � ����� ���������� �!��}��#�/�	��z������}����@�	�
Tn

�������#�����
Tn(cos(x)) = cos(nx)

|~}6��}L���+������� �����
T2

�+��� �����/�h�������@�

T2 = K2

(
X2 −

√
π

2

1√
π

)
= K2

(
X2 − 1

2

)

¤ �	�'��������}��+�¢��� T2
�¯��}�������}��

+
−

1√
2
£ 	 ��}z�¯���������@���/���/�����!�������!�h���/�¦���$�������������!������������������������+���#�������h�������l�

∫ 1

−1

f(x)√
1 − x2

dx = αf

(
− 1√

2

)
+ βf

(
1√
2

)


 ���	��������}��F�;���/}��!��}z��}��#���+�#�I�����;�����	}����
α
���

β
�������l�������ª���/�8���8�������������!�����������������

�����	�����	}6�+�I����«���}������������ª�����!�h���/�s�+���#��¨����������¯��� P0
�I� �!��� P1 £

• � ���/�#�������ª���/�F���Q�������������!���!�Q�����������������$�	�¯����¨��������Q�!��� P0
������}��.�������

x 7→ 1
�����������

� ¥ ��}����� �����������} �������!�������	�_����}�}��6�/� «����/����� α + β
�����������l�����_� ¥ ��}��!�	 �����������} �I¨����I�!�����}�}��

∫ 1

−1

dx√
1 − x2

= [Arcsin (x)]
1
−1 = π

|~}6�	}6���	�������~�����
α + β = π

• � �.���L�����!�h���/�§���§�������������!�����§�����������������;�	�¯�ª��¨��������_�!��� P1
������}��§�z�����

x 7→ x
�

���/�����=� ¥ �/}��!�	 ������!�/��}l�������!�������	�.����}�}��F�/�~«����/����� − α√
2

+
β√
2

�����������������.� ¥ ��}��!�	 �����������}�I¨����I�!������}�}����/�l«����/�����
0 £ |~}6��}L���	������� �����

α − β = 0

� �/}����/���@��}��+����}B� ������	}��
α = β =

π

2

 ���l�@�O�/�=� ¥ �� ����#� ¥ ��}����@���!�������8��� �O�����!��¡@���	��¨_�����/}����	�����/�����+��� ���O���� ���� 3 £

	 	z}X��� �;�����������L� ¥ �	�!������� � ¥ �/}��!�	 ������!�/��}=� ��} ���!�/�����¯� ��� �z������}����l� � ¥ �/}��!�	�!��������������}� ¥ � �	�!�@���!� �	} �/�	�8��������}��	�8��� T2 £ © �����l�I�I�!�!� �/}��!�	�!��������������}¢�=��} ���/�!�����!�§���§���B�����!�h������ ¥ �������������!����«���}����

∀x ∈ [−1 ; 1 ] ∃ξ ∈ [−1 ; 1 ] f(x) − P(x) =
f (4)(ξ)

4!

(
x2 − 1

2

)
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|~}6��}L���+�������#�/�l�;�����������!�/��}_����� ¥ �����!�	�������8�������������!�����s�!���/«���}��!�
∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx − π

2
f

(
− 1√

2

)
− π

2
f

(
1√
2

)∣∣∣∣ 6
‖f (4)‖∞

4!

∫ 1

−1

(
x2 − 1

2

)
dx

� �'���	�¯�!��¡;�����/�����/�����I���¯�!���/}��!�	 ������/�
∫ 1

−1

(
x2 − 1

2

)
dx =

∫ 1

−1

(
x4 − x2 +

1

4

)

=

[
x5

5

]1

−1

−
[
x3

3

]1

−1

+
1

4
[x]1

−1

=
2

5
− 2

3
+

1

2∫ 1

−1

(
x2 − 1

2

)
dx =

7

30

�!�����
∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx − π

2
f

(
− 1√

2

)
− π

2
f

(
1√
2

)∣∣∣∣ 6
7‖f (4)‖∞
4! × 30

|~}@�������/�������F���I�!�!�Q�������ª���/�������������������������.�������!�������	�Q¡s���~����}��I�!�/��}
x 7→ Arccos (x) ±

∫ 1

−1

Arccos (x)√
1 − x2

dx≈ π

2

(
Arccos

(
− 1√

2

)
+ Arccos

(
1√
2

))

≈ π

2

(
π

4
+

3π

4

)

∫ 1

−1

Arccos (x)√
1 − x2

dx≈ π2

2

� }B�!�+���/���������/�8�����/�����¢�������!�������s�	�¯�#�I¨����I� £ � }B�������	����}6�
∫ 1

−1

Arccos (x)√
1 − x2

dx =

[
−Arccos 2(x)

2

]1

−1

=
π2

2
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� c � �@q����;f8t.q���e � ��� � � �.q�� eªnhm>b

O
A

C

������� � � ¤ �O�!������}� ����O���/���@�	}������/�!������	���=���¯�/�@���/�����;�����	�¯�!���	��¨'����}�}����I��}�� £ � �=}��8�!�8�������!�� ��¯�������l�	}��F�z�����������/�/�	�������!���������	�Q���=«��;����«��������!����/� £
� y/{ |~} �������������;��}��§�������ª���/�§���6������������������� �����������������_�¯���h��� �!���/��}� ��/� ���/���@�	}������/�!�
� «����/� � �� ����!� � �F�¯�����Q�/�l�����!�@�

∫

bK

g(x, y) dxdy = αg(O) + βg(A) + γg(C)

	 	�}h���������!�	�!�@�/}��������+�T�I����� �I�/��}���� α, β, γ
����}ª�	���!���������.���������!�h�����F�������!�������	�$�+���T�I¨����I�!�

�!�����/�	�F�����/��}����@�	��¡@���	��¨_«�����������/�	�F���8���	 ����
1 £

• � ���/�~�����!�h�����Q�	�¯���I¨����I�!�F�������T��� ����}���������}
(x, y) 7→ 1

�����/��������� ¥ ��}��������¯�+�+���~�������ª���/������������������O����}�}��
α + β + γ

� ¥ �����!��� �z���!�	��� ¥ �/}����� ��������#��¨�������� �+���Q�� ������s¡8� ¥ �������~��� �!������}� ����#�	���	�@��}�������������� ¥ �	�¯�Q¡������� 1

2
£ |~}6��}L���+�������#� ¥ �	�������!�/��}

α + β + γ =
1

2

• � �'�/�ª�������ª�����~�	�¯�Q��¨��������~�������F��������}���������}
(x, y) 7→ x

�����������	��� ¥ ��}��s�z���!�Q� ¥ �/}��!�	 �������!�/��}B�I¨����I�!������}�}��
∫

bK

x dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−y

0

x dxdy =

∫ 1

0

(1 − y)2

2
dy =

[
− (1 − y)3

6

]1

0

=
1

6

�I�#���ª�����!�h���/�O����������������������}�}��O�/�l«����/�����
β £ |~}6��}L���	������� ����� β =

1

6
£

• � �Y���@�����!�h�����ª�	�¯�~�I¨������!�ª�z����� ���;����}���������}
(x, y) 7→ y

�z���������	����� �¯���@�I���!�/�8�	}����!�
x�I�

y
����}�}��

γ =
1

6
£

|~}_�!������«���	�}����/���@�	}��
α = β = γ =

1

6
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¤ �+�'�������ª�����+�=� ¥ �����!�	���=� ¥ �/}��������z���/���!�/��}8�����.� ¥ ��}8��«������=�	}ª���/�l�	}��!����} 1 }��$������«���}������� �I���!�_�I�!�	}������+�8�(���I�/���	�@��}��h�	} ���/�l�	}��!����} � £ � } �������	����} ���/�@��}��!�/��} 1 �=�/�	�
�������ª���/�	�O� ¥ �����������O� ¥ ��}��!�	�!��������������} ���������!��}����¯���O�/�ª��������� �	�@�l�����������/���'�������+����¯���	����	������O¡@���@���/�l�	}��!����} 1 ���@���/���(����¨§�	}L�����@�	}��¯�/��} � £

|~}@«��O���!�/�����!���$� ¥ ��}��!�	�!��������������} P1 ��} ���/�@��}��!�/��} � £ 
 ���@�l���	};�����@�	}��¯�/��} 1 �����+�T����}z� �������}��
P1 �!��}������/}��	�������	�Q�������@�����I�	����¨ � �	}L�����@�	}��¯�/��} 1 �������¯��}��#���+�Q����}��I�!�/��}��F�/�/}��	�������	�

�!���¦��};�/}��!�	�!«����/�/�����	} ���/�l�	}��!����} � ����� �¯��}��.���	������}��I�!�/��}��$���/}��	�������	�$�¯���$�������!����}� ��/� � £ © ��������I�¯���_�����+��������}¢�Y���l�������l���I�¯���6�����+��������} �!�����/���@��}��+�Y��} «�� }����!���
x1

�I�
x2

�/�	�l�I���@�����
����}��!�+�F���B«��	�I�!�	���

x
� 
 ��}��������������@��}�������¨6�����	�¯�!�/��}��Q�����	���	���	}����	�	�

x
} ¥ �	�¯������}��s���/������}�������/���������'�;�����8��} «��	�I�!�	��� � £ |~} «�������	�� �����§���+������}z���!�/��}z�8�¯����«���}����	�������!�@�	}��8��}�� ����¯�

���+�Q����}��I�!�/��}��
P1 �¯�������s�!������}� ���� ±





ϕ0(x1, x2) = 1 − x1 − x2

ϕA(x1, x2) = x1

ϕC(x1, x2) = x2

	 ��}��!�����!�����!�s����}z���!�/��} f
�����¢�	�¯�

P1 �!�������s���!����}� ����O«�������	��
f = f(O)ϕ0 + f(A)ϕA + f(C)ϕC

���O���/���	���I�+�Q����}��I�!�/��}�� ��������!�O«�������	���}��
∀(x1, x2) ∈ K̂ ϕ0(x1, x2) + ϕA(x1, x2) + ϕC(x1, x2) = 1

|~}h}������
ai
�
i = 1, 2, 3

�/�	�T�!���@�@�I�������ª���!����}� ���� £ � ����� x
��}h�����/}��������	�/����}������F���h�!���/��}� ��/�

K̂ £ |~} �����@�@��}����h�z���s�	�I���/�!�h�/�§�������ª���/�@��� � ���������~��«��	�8���	�¯�!�l�/}����� ��������!���~�/�;�¯�	 ��@��}��
[ai x]

�������#�/�h����}���������}
f ±

f(ai) = f(x) +∇f(x) · (ai − x) +

∫ 1

0

(1 − t)D2f(x + t(ai − x)) · (ai − x) · (ai − x) dt

|~} �ª�����������/�/�_�������I��}�� ���	���	 ����/���!�	���!������«����	�O�z���8�/�	�8����}��I�!�/��}��8��� ����!�
ϕi

�������!�+�¯����} �
����}��!�	�	���I�#��}6�!���@�@���¯���

i
�z���������!����«��	�

3∑
i=1

f(ai)ϕi(x) =

(
3∑

i=1

ϕi(x)

)
f(x) +

3∑
i=1

∇f(x) · (ai − x)ϕi(x)

+
3∑

i=1

∫ 1

0

(1 − t)D2f(x + t(ai − x)) · (ai − x) · (ai − x)ϕi(x) dt

� �����
V
��} «��	�I�!�����s���

R
2 £'¤ � ����}���������} y 7→ V · (y − x)

�I����}��O���/}��	�������h�!���s���h�!������}� ������
��}6�

V · (y − x) =
3∑

i=1

V · (ai − x)ϕi(y)

�	}_�	«������z��}��#�I�I�!�!�8���	�!}����	�!�O�I¨������	���!����}§��}
y = x

����}§���!����«��
3∑

i=1

V · (ai − x)ϕi(x) = 0

|~}6��}L���+������� �����
3∑

i=1

f(ai)ϕi(x) = f(x) +
3∑

i=1

∫ 1

0

(1 − t)D2f(x + t(ai − x)) · (ai − x) · (ai − x)ϕi(x) dt
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� }B�/}��!�� �����}��Q��}��O���������I�I�!�!���	 ����/���!���¯���
K̂
���I���!�	}���}�� �����@���!�����6�(����� �����

∫

bK

ϕi(x1, x2) dx1 dx2 =
1

6

��}§���!����«��
1

6

3∑
i=1

f(ai) =

∫

bK

f(x)dx+
3∑

i=1

∫

bK

∫ 1

0

(1−t)D2f(x+t(ai−x))·(ai−x)·(ai−x)ϕi(x)dtdx

|~}_�!������«������/�����.��}��O�����!�	�������8�������������������~}����@�����������s�/}����	�!�/��������¡
3∑

i=1

∫ 1

0

∫

bK

(1 − t)‖D2f‖∞‖ai − x‖2 |ϕi(x)| dxdt

� }�	�}¢����}6���!�/�����¯�O���@�;����������������}

‖ai − x‖ 6
√

2

����}��!�¢�����O� ¥ �� ����/�����
3∑

i=1

∫

bK

ϕi(x) dx =
1

2

�������F���!����«��	�������s� ¥ �����!�	�����	�¯���@�����������s����� 1

2
‖D2f‖∞ £

� y�� � }B���	�I��������}����/�O�!�+������}� ��/�
[ 0 ; 1 ] × [ 0 ; 1 ]

�	}6���	��¨§���!����}� ��/�	�
K̂
�I�

K̃
����}6�

∫

[ 0 ;1 ]2
f(x, y) dxdy =

∫

bK

f(x, y) dxdy +

∫

eK

f(x, y) dxdy

≈ 1

6
(f(A) + f(B) + f(C)) +

1

6
(f(O) + f(A) + f(C))

≈ 1

3
f(A) +

1

3
f(C) +

1

6
f(O) +

1

6
f(B)

¤$¥ �	�!�������#���ª��������������������}����l�	�!���������	�¯� �	 ����/�8¡ ���	��¨6�������#� ¥ �	�!�������#�!���~��}B�!���/��}� ��/���z�¯�����
‖D2f‖∞ £
� y�� |~} }����!�

xi
���

yi
���+��������I���!�!�	�s���O�/�	�O��������}�}��	�	�O��� �;���/������ �� £ � ������} �	�����!�h���/����@��}������/�!�

[xi ; xi+1 ] × [ yi ; yi+1 ]
����}_�����+���!�������8������}� ��	�@��}��F����«����!��������

ϕ :

(
x

y

)
7−→ h

(
x

y

)
+

(
xi

yi

)

� �#��}6�;����}z�¯�
∫

[ xi ;xi+1 ]×[ yi ;yi+1 ]

f(x, y) dxdy = h2

∫

[ 0 ;1 ]2
f ◦ ϕ(x, y) dxdy

|~}6���!�/�/�/�!�8����}z�~� ¥ ����������¨����;���!�/��}
∫

Ω

f(x, y) dxdy ≈h2
N−1,M−1∑

i,j=0

(
1

3
f(xi, yi+1) +

1

3
f(xi+1, yi)

+
1

6
f(xi, yi) +

1

6
f(xi+1, yi+1)

)
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¬ �����/�����������@�@� ϕ
�+������}��������@�������I���������!����}z�¯����������}¢����}B�

D(f ◦ ϕ) = hD(f)
�I�

D2(f ◦ ϕ) = h2D2(f)
� }B�������/���!��}��#���l�;����������������} ���!����«��	�s�!�����/�8���������

[xi ; xi+1 ] × [ yi ; yi+1 ]
����}6� z�����!��� ¡

∣∣∣∣∣

∫

Ω

f(x, y) dxdy − h2
N−1,M−1∑

i,j=0

(
1

3
f(xi, yi+1) +

1

3
f(xi+1, yi)

+
1

6
f(xi, yi) +

1

6
f(xi+1, yi+1)

)∣∣∣∣ 6
N−1,M−1∑

i,j=0

h4 ‖D2f‖∞

� ¥ ��®=����}B���!�/�/�/����}�� N−1,M−1∑
i,j=0

h2 =
���/�!�

(Ω) ±
∣∣∣∣∣

∫

Ω

f(x, y) dxdy − h2
N−1,M−1∑

i,j=0

(
1

3
f(xi, yi+1) +

1

3
f(xi+1, yi)

+
1

6
f(xi, yi) +

1

6
f(xi+1, yi+1)

)∣∣∣∣ 6 h2 ‖D2f‖∞
�������

(Ω)

� y�� |~}6�����	�������O¡@�����������������F� ¥ �/}����� ��������
∫ 2

0

∫ 3

0

e−x2y3

dxdy

}����!��}��
f : (x, y) 7−→ e−x2y3

|~}B�
∂f

∂x
=−2xy3e−x2y3

∂f

∂y
=−3x2y2e−x2y3

� ¥ ��®
∂2f

∂x2
= 2y3(−1 + 2x2y3)e−x2y3

∂2f

∂x∂y
= 6xy2(−1 + x2y3)e−x2y3

∂2f

∂y2
= 3x2y(−2 + 3x2y3)e−x2y3

� }L�;����������}��Q�I���@�l����}B������«��� �������}§���!����«��

‖∂2f

∂x2
‖∞ 611718

‖∂2f

∂y2
‖∞ 611736

‖ ∂2f

∂x ∂y
‖∞ 611772

� ����� ‖D2f‖∞ 6 11772 £¢¬ � ���/���	������}���}����!���§�������=��} � ������� (Ω) = 6 £ © �����l��«����/����}���	�!�������F�;�������!�	�~�z���
ε
�����Y�¯� �@� ����}��O���8�������/�!���

h 6

√
ε

70632
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�sc � �@q � �;f�tQq ��e � ��� �\g��.q��§e8nlm �

O
A

C

S2

S1

S3

F

������� � � |~} �����	�������;��}�� ������}��������!�;���!�/��} ���;}��
F
��}�«�������}��O���§�!���/��}� ��/� ��� ���I���	�!�	}��I�

OAC
«��	���Q��}6���!����}� ����O���������I��}������

S1S2S3

�¢y/{
|~}L�������������s��}��O������}��������!�;���!�/��}_���;}��

F
���

R
2 �!�	���/�8�����

F(O) = S1 F(A) = S2 F(C) = S3

� �/� �!����}��¯�������;���!�/��}L���@}��ª�	�¯�s�������	�@���!���������@��}�� �������!�+�¯�	}������ � �/ ������ � � £ |~} }������ Sx
i

�I�
Sy

i

���+�Q� ����I���!�!�	�.�I�F��������}�}����+�.���6�����/}��
Si £ 
 ���@�@� F

�+���F��}��s������}��������!�;���!�/��} ���;}��O���
R

2 �����/���O�������s� ¥ �	���!�/�!�O�!�����F���h�������l�

F : X ∈ R
2 7−→ AX + B

��®
A
�+���¦��}����@���!���/�������

M2(R)
�I�

B
�+���¦��}l«��	�I�!�����T���

R
2 £ |~}@}����!� ai,j

�/�	�¦������� �I�/��}����
���

A
���I�

b1, b2
�/�	��������� �I�/��}��������

B £�¤ �O�(�����#��� ¥ ��}B�����

F(O) = S1 F(A) = S2 F(C) = S3

����}�}��O�/�	�F�	�������!�/��}��
b1 =Sx

1

b2 =Sy
1

b1 + a1,1 = Sx
2

b2 + a2,1 = Sy
2
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b1 + a1,2 = Sx
3

b2 + a2,2 = Sy
3|~}_�!������«������/}��¯�¢�����

F : X ∈ R
2 7−→

(
Sx

2 − Sx
1 Sx

3 − Sx
1

Sy
2 − Sy

1 Sy
3 − Sy

1

)
X +

(
Sx

1

Sy
1

)

� ���!�+�����~¡ª«�������	����Q����� �����!����}z�������!�;��������}
F
�	�¯�.�/}�«������¯����/� £ 
 ���@�@� �/�� ¥ �� ����.� ¥ ��}��~�!����}z� ������!�;��������}_���@}������/�=�!� �@� �����s���l�����!�!�/�O���/}��+���/�!���!�����F�/}�«��	���!������ £

det

(
Sx

2 − Sx
1 Sx

3 − Sx
1

Sy
2 − Sy

1 Sy
3 − Sy

1

)
= (Sx

2−Sx
1)(Sy

3−Sy
1)−(Sy

2−Sy
1)(S

x
3−Sx

1) =
−−→
S1S2∧

−−→
S1S3 ·−→e 3

���s�I�h������}��/��� ���!���������~�@��¨��!�ª�+���s}�������!�Y���s�!�����/���@��}��O�¯�
S1S2

�I�
S1S3

�!��}��~�����/��}��+���/�!�+���
� ¥ �+���#¡@���/�!�8�!�'���O���!����}� ��/�~�+��� ���	 ��	}������ £

� } �������!���������.����}��_��} ���!�� ������@�@���¦��} ������}��  �������� ¡ �I��}z�¯�	�!«���� �	 ����/���@�	}��
� ¥ �����/��}������!�/��} ± �¯�T�/�	�s�¯���l�@�����s���L�!������}� ����l���ª���I���	�!�	}��I�ª�!��}��+������}��~���@�¯�	}������!��� ���}����@�I���!���������

O, A, C
���I�F����� �/�	�.�¯���l�@�����Q���;�!������}� ����#�����	�/����}������ �!��}��+������}��

���l�¯�	}������!�/ ���}����@���!���/�����
S1, S2, S3

����/�����#��}L�	«���������� � ¥ ��}�«��������#����� ��¨��	�@����� O�¯���
S1
�
A
�¯���

S3
���

C
�!���

S2 £ 
 �	�I�Y�	�¯�~�+������«����/��}��~���B�(�����s�����h���ª���I�!�	�!�@�/}���}�����O�/�@�z���!�!�/�s�/�/}��	�������~�+���#�����!���!��� £

�¢y�� |~}l�����;���������������#�!�
g
�	�¯�$��}@�����/��}����@���ª��������«������/�������������T�������¦�!�����!�F�!����}z�������!�;���

������}l���@}��
ϕ
�
g◦ϕ

�	�¯�T�	 ������	�l�	}��Y��}l�z������}����@�Q�h�����!�/«����!�/�����������+���¦���F���� ��!�Q�/}����������	���T���
�	 ����z¡8�I�	���������

g £ |~};�������F����}z�F���!�/�����!���$���8�����+��������};���!�+�I�+����}��!�#��	�} ��� ���I�!�	�!�@�/}����.��}�������!�h�����#��� �������������������#�����������������#�������¯�����.�I¨����I�!�#�!���$�/�	�$�z������}����l�+�¦��� ���� ������/}����������	���
���_�	 ����¢¡

1 £�¬ª¥ �������	�F���h�������ª���/�����8������}� ��	�l�	}��F����«����!������/������}B�
∫

F(Ω)

g(x, y) dxdy =

∫

Ω

g ◦ F(x, y) | � ��� ϕ| dxdy

≈ | � ��� ϕ|
6

(g ◦ F(A) + g ◦ F(O) + g ◦ F(C))

≈ Aire(K)

3
(g(S1) + g(S2) + g(S3))

�¢y���y � 	 	�}L���8���I�!�	�!�@�/}����F�/�	��������� �I�/��}������������h�������ª���/�O���8�������������������~�������!�������	������}«��6�	���!�/�!�@�����;�I�	���/� ���I�T�	�¯�8�I¨����I�!�@�¯������}�� ����!�;���	�O�����/��}����@�+�s¡B���	��¨ �/}������!�����@��}����	�	�
�������	 ���� � ���I���l�@������¯�����8���I�#�	�!�����I������}6���!�/�����¯�

1, x, y, x2, xy, y2 £
• �z�����

(x, y) 7→ 1
�����l�������ª���/�������������������������s����������������������}�}��O�/�l«����/�����

α0 + α1 + α2 + α3 + α4 + α5

����}z���/�������F� ¥ �/}��!�	 ������!�/��}ª�I¨����I�!�F����}�}��Q���~«������	�������F� ¥ ���/���Q���h�!������}� ����F���F�!����������}������� ¥ �	�¯� ¡l������� 1

2
£ |~}B��}B���	�������~� ¥ �	�������!�/��}

α0 + α1 + α2 + α3 + α4 + α5 =
1

2
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• �z�����
(x, y) 7→ x

�����l�������ª�����������������������!�����s�����������������O����}�}����/�l«����/�����

α2 +
1

2
α4 +

1

2
α5

����}z���/�F��� ¥ ��}6�8«��_¡h� ¥ �I¨��	�����/��� � �������+��������} (a)
�������s� ¥ �/}����� ������!�/��};�I¨������!�O����}�}�� ���«������	��� 1

6
£ |~}B�	}6���+������� � ¥ �+���z���!�/��}

α2 +
1

2
α4 +

1

2
α5 =

1

6

• �z�����
(x, y) 7→ y

���/�h�����!�h���������8�������������!���!�O�������!�������	�s����}�}��O���h«������	���

α1 +
1

2
α3 +

1

2
α5

����}z���/�F��� ¥ ��}6�8«��_¡h� ¥ �I¨��	�����/��� � �������+��������} (a)
�������s� ¥ �/}����� ������!�/��};�I¨������!�O����}�}�� ���«������	��� 1

6
£ |~}B�	}6���+������� � ¥ �+���z���!�/��}

α1 +
1

2
α3 +

1

2
α5 =

1

6

• �z�����
(x, y) 7→ x2 �����h�������ª���/�����8�������������!�����s�����������������O����}�}��O�/�l«����/�����

α2 +
1

4
α4 +

1

4
α5

¤¦¥ ��}��!�	 �����������}§�I¨������!������}�}��
∫ 1

0

∫ 1−y

0

x2 dxdy =

∫ 1

0

[
x3

3

]1−y

0

dy

=

∫ 1

0

(1 − y)3

3
dy

=

[
− (1 − y)4

12

]1

0

=
1

12

|~}6�	}6���	������� � ¥ �+������������}

α2 +
1

4
α4 +

1

4
α5 =

1

12

• ¬ ��� ���@�����z���������l����}��I�!�/��}
(x, y) 7→ y2 ����}_���!����«��

α1 +
1

4
α3 +

1

4
α5 =

1

12

• �z�����
(x, y) 7→ xy

�T���L�������ª�����6���6�������������!���!�§�����������������§����}�}��6��� «����/����� 1

4
α5
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¤¦¥ ��}��!�	 �����������}§�I¨������!������}�}��
∫ 1

0

∫ 1−y

0

xy dxdy =

∫ 1

0

y

(∫ 1−y

0

x dx

)
dy

=

∫ 1

0

y(1 − y)2

2
dy

=−
∫ 1

0

(1 − y)3

2
dy +

∫ 1

0

(1 − y)2

2
dy

=

[
(1 − y)4

8

]1

0

−
[
(1 − y)3

6

]1

0

=
1

24
|~}6�	}6���	������� � ¥ �+������������}

1

4
α5 =

1

24
� �'���	�¯�!������}���¡l�!�+�¯���������~�/���¯���¯� ���@�





α0 + α1 + α2 + α3 + α4 + α5 =
1

2

α2 +
1

2
α4 +

1

2
α5 =

1

6

α1 + +
1

2
α3 +

1

2
α5 =

1

6

α2 +
1

4
α4 +

1

4
α5 =

1

12

α1 + +
1

4
α3 +

1

4
α5 =

1

12

1

4
α5 =

1

24

� }B���	�!���/«���}��F���8�¯���¯� �	�l������}6� ������	}��

α3 = α4 = α5 =
1

6���
α0 = α1 = α2 = 0

�¢y���y �� 
 ���l�@���/�	�Q������}��������!�;���!�/��}��F���;}��+�#�I��}��!����«���}��F���+� ��������I�	}����!�+������}6�@�/}��!�����I�#¡
��¨����!�/�@�����/�	�8�����������}����O�����/}����8��� �������������!���!�@��} ����}���������} ���;�z����}����ª����}��8��} ����}�}������
�/�	�F�/�;�� ��+�F�����

F £ |~}L�@���/}��!�����!�����/�O�!���/��}� ��/�s�����!����������}����
(

0,
1

2

)
=

1

2
(O + C)

(
1

2
, 0

)
=

1

2
(O + A)

(
1

2
,
1

2

)
=

1

2
(C + A)
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|~}6��}L���+������� �����O�!�
F
�	�¯�F���l�!����}z�������!�;��������}§���;}��8���s���;�����	�¯�!�/��}

(a)
�z���/�����

F

(
0,

1

2

)
=

1

2
(S1 + S3)

F

(
1

2
, 0

)
=

1

2
(S1 + S2)

F

(
1

2
,
1

2

)
=

1

2
(S2 + S3)

|~}h��}@���	����������� �����!�h���/�Q�����������������!�����.�����������������Q�¯���/«���}��!���!���T��}h�!���/��}� ��/�Q�����	�/����}������
K
�����8�!���@�@�I���

S1, S2, S3 ±
∫

K

g(x, y) dxdy =
Aire(K)

3

(
g

(
1

2
(S1 + S3)

)
+ g

(
1

2
(S1 + S2)

)

+g

(
1

2
(S2 + S3)

))
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�sc � �$q � e8nlmQpXn�� � �@q����;f8t.q���e � pi;f i � f8m��sq=t � �@kYm
�¢y/{ |~}B�������������O¡@�����������������F� ¥ �/}��!�	 ������/�

I(f) =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dxdy

� ���!��}��
ϕ(y) =

∫ 1

0

f(x, y) dx £ |~} �������L�������!�������	�	�¦�z���§��� �����!�h����� ���	�_�!�+������}� ����+���� ¥ �/}��!�	 ������/�s��� ϕ ∫ 1

0

ϕ(y) dy ≈ 1

2
(ϕ(0) + ϕ(1))

¬ �ª���/���	�z��}L�z�	���~�	 ������	�l�	}��~�������!�������	�#���+�#�/}��!�� ��������+�#����	�}����!����}�� ϕ(0)
���

ϕ(1)
���z���#���

� ���@�O�����!�h�����O���+�F�!����� � �	�	� ±
ϕ(0) =

∫ 1

0

f(x, 0) dx ≈ 1

2
(f(0, 0) + f(1, 0))

ϕ(1) =

∫ 1

0

f(x, 1) dx ≈ 1

2
(f(0, 1) + f(1, 1))

|~}_�!������«������/�����
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dxdy ≈ 1

2

(
1

2
(f(0, 0) + f(1, 0)) +

1

2
(f(0, 1) + f(1, 1))

)

≈ 1

4
(f(0, 0) + f(1, 0) + f(0, 1) + f(1, 1))

¤ �	�'�����/��}����@�	�'��� Q1
�¯��}��¢���+�'�z������}����@�	�'�������@�I�¯����}��=� ¥ ��}��������z�����	�=�¯���¢��}������!��� £ 
 ���l�@��/�8�����!���~�+���#�/�����������������!��}z�¯���!�/���¢���

[ 0 ; 1 ]
�z�����/��� ��� ���@�����/�	������}��I�!�/��}��#� ¥ �/}��!�������������!�/��}�!��}��.�/�s���!���������Q�!�	}��¯���!�/������+�¦����}���������}��F� ¥ �/}��!�	�!��������������}§�¯��� [ 0 ; 1 ] £ � ��� [ 0 ; 1 ]

�����+�.�����/� �
}����@�	�#� ¥ �/}��������z���/���!�/��}B�¯��}�� X

�I�
1 − X £ |~}B��} ���	�������~�����8�!��� [ 0 ; 1 ]

2 �z���+�������/��}����@�	�
Q1

�!��}��
ϕ(0,0)(x, y) = (1 − x)(1 − y)
ϕ(0,1)(x, y) = (1 − x)y
ϕ(1,0)(x, y) = x(1 − y)
ϕ(1,1)(x, y) = xy

� �#��}6�
∫ 1

0

∫ 1

0

ϕ(0,0)(x, y) dxdy =

(∫ 1

0

(1 − x) dx

)(∫ 1

0

(1 − y) dy

)

=

[
− (1 − x)2

2

]1

0

[
− (1− y)2

2

]1

0

=
1

4
∫ 1

0

∫ 1

0

ϕ(0,1)(x, y) dxdy =

(∫ 1

0

(1 − x) dx

)(∫ 1

0

y dy

)

=

[
− (1 − x)2

2

]1

0

[
y2

2

]1

0

=
1

4
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∫ 1

0

∫ 1

0

ϕ(1,0)(x, y) dxdy =

(∫ 1

0

x dx

)(∫ 1

0

(1 − y) dy

)

=

[
x2

2

]1

0

[
− (1 − y)2

2

]1

0

=
1

4
∫ 1

0

∫ 1

0

ϕ(1,0)(x, y) dxdy =

(∫ 1

0

x dx

)(∫ 1

0

y dy

)

=

[
x2

2

]1

0

[
y2

2

]1

0

=
1

4
� � ��}_�	}L���	������� �����O���l�������ª���/�O�	�¯�F��¨��������O�z���������+�������/��}����@�	�F���

Q1 £
�¢y�� |~}B�@«��6¡l� ¥ ��¨������I���I� � �������/�h�������ª��������� � �/�@���¯��}L�¯���

[−1 ; 1 ]
�+���

∫ 1

−1

f(x) dx ≈ 1

3
f(−1) +

4

3
f(0) +

1

3
f(1)

|~}6��}L���+������� �����O�!���
[ 0 ; 1 ]

���I�¯���O�������ª���/��� ¥ �	���!���
∫ 1

0

f(x) dx ≈ 1

6
f(0) +

2

3
f

(
1

2

)
+

1

6
f(1)

|~}6}������8���O� ���@�8��� ¥ ¡l���@�����	�¯�!�/��}B�����	�I�+����}���� ϕ(y) =

∫ 1

0

f(x, y) dx £ |~}6�@���������

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dxdy =

∫ 1

0

ϕ(y)dy

≈ 1

6
ϕ(0) +

2

3
ϕ

(
1

2

)
+

1

6
ϕ(1)

≈ 1

6

∫ 1

0

f(0, y) dy +
2

3

∫ 1

0

f(
1

2
, y) dy +

1

6

∫ 1

0

f(1, y) dy

≈ 1

6

(
1

6
f(0, 0) +

2

3
f

(
0,

1

2

)
+

1

6
f(0, 1)

)

+
2

3

(
1

6
f

(
1

2
, 0

)
+

2

3
f

(
1

2
,
1

2

)
+

1

6
f

(
1

2
, 1

))

+
1

6

(
1

6
f(1, 0) +

2

3
f

(
1,

1

2

)
+

1

6
f(1, 1)

)

≈ 1

36
(f(0, 0) + f(1, 0) + f(0, 1) + f(1, 1))

+
1

9

(
f

(
1

2
, 0

)
+ f

(
0,

1

2

)
+ f

(
1,

1

2

)
+ f

(
1

2
, 1

))

+
4

9
f

(
1

2
,
1

2

)

� ����}§���!�/�����!�~���8�������@���������������ª�����s�����O�����!�	��� ¥ �	�¯�Q¡ª������� ���������!�h�����s��� �����/}��Q�@�/���/���¢����}���!����«�� ± ∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dxdy ≈
∫ 1

0

f

(
x,

1

2

)
dx ≈ f

(
1

2
,
1

2

)
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�¢y�� |~}§�������F���s� ���@�O�I����}������ �/�	�.�����!�h�����+�¦���!����«��	�	�Q�¯���.�/�s�	�����!�~��� z���!�
[ 0 ; 1 ]

2 �!�����}B���������������/�� ������@�l�~���������I��}z����������� �;���ª�����!�h���/�
∫

ϕ(Ω)

f(x, y) dxdy ≈
∫

Ω

f ◦ ϕ(x, y) |Jacϕ| dxdy

	 ��}��!������}��s�������ª���������8�������������!�����O�¯�����/�8�����!���O���O�!����������}����O�����/�h�������@�
∫

Ω

f(x, y) dxdy ≈∑λif(xi, yi)

���	«����	}����������¯������}B���������/���	���� ������@�@�~�����	�/����}������
∫

ϕ(Ω)

f(x, y) dxdy ≈ |Jacϕ|
∑

λif ◦ ϕ(xi, yi)

¤¦¥ ��}z�I��}�«���}��/��}��8��� ������������}� ��/�@�����@�����!�;��� ���!����}� ����@�+���ª��� ¥ ���$} ¥ ��¨��/�¯�!�;�����8����!����}��¯�������;��������}B�	��}���}��������ª���;}��h��}��!���8��} ������������}� ����8�����	�/����}������h�I�~��} �������
������}� ����O�������I��������}z�I� £


