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wyx/z {}|B~�� �/|��������	~�~��O���B~��������;�@�'� �����/���#�����������I���!�

yn+1 = yn + hf(tn, yn)

� z����$���}���}�������Y�j ��L¡���¢¤£Y¥�z�¡	�Y���¦�(¢=¥§z����
{}|¨�����¤���/���ª©�«�«!©�¬�«®§©L¯�«!°�±¤²�³�¯�¬�«!©L´/°	²�³�´/©®��� �	�!�������µ�I¶§�@�@��~��B�/¶§��~!·¸�v� ¶§|¹�Iº»�	�I�!���
��|L~��	��� ���§~}���8�����@��~h���¼~��������;��½y¾#���!�����@��|¸�h���¿�+À¤¶�|®�I¶��m�y�����8�/�_~�¶������!�/¶§|®���
��� �$Á�{

{

y′(t) = f(t, y(t))
y(tn) = yn

���B�����@��~
tn+1

���}���;Â����/�����
yn+1

¶§Ã�����|����Ä��Â��	�O�/�Å~��������;��½'{}|®���;|�¶����8���§��ÆÇ¶��/~
εn = yn+1 − y(tn+1)

½
È ¢y£�É	Ê�É�¡+z�£�¥§�L ��¨É	¥�Ë�Ì¸Íªz
Î ��~��������;�@~��	���m�����Ä²�°�±�Ï�Ð�Ï�¯Ñ³�±�¯F~!�

lim
h→0

εn = 0

���#�/�=~��	���m�����ÄvÒ °�«!�«!©
p
~	� �/�v������~��!�

K
�!�	�=·¸���

|εn| 6 Khp+1

¾�Óy|j���Ô���	�@¶§|¸�!�����������I¶�|�~!�/~����§|��I�#���µ~������	�@��À�¶§|;��º¤�+�������Ô��|µ����Â§�	��¶����¤���@��|¸���/���@���!�
���O��� �	�!�������#���h�!��¶§|��	���!���!�O�/¶��	���/�§½�Õ#¶§�!¶�|�~

y
���@~�¶���������¶�|6���

{

y′(t) = f(t, y(t))
y(tn) = yn

�§��¶���~Q¶§|B�

y(tn+1) − yn+1 = y(tn+1) − yn − hf(tn, yn)
= y(tn+1) − yn − hy′(tn)

= y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) + O

(

h3
)

− yn − hy′(tn)

=
h2

2
y′′(tn) + O

(

h3
)

{}|6��|L���+�������Ô·��=� �/�v�I����~����
K
�!�	�=·¸���

|y(tn+1) − yn+1| 6 Kh2
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{}|m��|@���	�����¿�$·¸���F���h�m���!��¶����#�v� �������	���I�����/�/���¿�����	~�����¶§|�~!��~�����|¸�!��À+�����'� ¶������!�
1
½��L¶�|¸�!��¶§|�~

�h�����	~!��|¸��·¸�v� �	���/���	~���~�����Ã��/����¶�|ÄÂ��O�I¶��m�y���������'� ��|������§�������O~�¶���������¶�|m�§������¶��������Q¶§Ã�����|����
�§�j�����@��~

n
��Â§�	�}�/�O~������	�@�m���������+À��I�Ô�'� �������!�O���§���F���;~�¶���������¶�|j¶�Ã��!�	|¸���8��Â§�	�}�/�O~������	�@�

�¤���!�!����Ã¤���
{

zn+1 = zn + hf(tn, zn) + hτn
z0 = y0 + ε0

{}|m�I¶§�@�@��|y�I�F�����T���	�����	���������=��|��F�����§�����!�F~!���T��|m~!���������§~T���Q�!�	�@��~�À�·¸���F��� ¶�|ÅÂ��h��|�~!�����!�
���!�	�!�	�

zn+1 − yn+1 = yn + hf(tn, yn) − zn − hf(tn, zn) − hτn
=(yn − zn) + h(f(tn, yn) − f(tn, zn)) − hτn

��¶§�@�@�
f
�	~��#���/��~��������
	��/��|�|��§À�¶�|_�	|6���	�������Ô��� �/|��������/���!�

|yn+1 − zn+1| 6 (1 + hL) |yn − zn| + h |τn|

� �=¶§|6���!�/����~!�8�I�I�!�!���/|����¸���/�¿���O�y¶����
n = 0

À�¶�|j���!¶���Â§�

|y1 − z1| 6 (1 + hL) |ε0| + h |τ0|

� �=¶§|6��� ���!�/�/�/~!���y¶����
n = 1

À�¶�|j���!¶���Â§�

|y2 − z2| 6 (1 + hL) |y1 − z1| + h |τ1|

��|B�������/��~!�§|��#��� ��|������§�����!�h�!��¶§��Â§���h�¤¶§���
n = 0

À����vÂ��/��|¸�

|y2 − z2| 6 (1 + hL)2 |ε0| + h(1 + hL) |τ0| + h |τ1|

{}|6Â��Ä�@¶�|����!�	���/�m����¶§���!�/�I���O~!���/Â���|¸�!�O���§���!�+�I�����!�	|��I�h~����
n

P(n) :  |yn − zn| 6 (1 + hL)n |ε0| + h
n−1
∑

i=0

(1 + hL)n−1−i |τi| �

• P(0)
�+~���Â����§���O���§�#���IÓy|��¿����¶�|L���

z0
½

• P(n) =⇒ P(n+ 1)
{}|L�m�m¶�|¸�!���h��� ��|������§�����!�

|yn+1 − zn+1| 6 (1 + hL) |yn − zn| + h |τn|

�����������y¶§�!���+~����������	�������!�	|��I��À¸¶�|6�m��� �/|��������/���!�

|yn − zn| 6 (1 + hL)n |ε0| + h
n−1
∑

i=0

(1 + hL)n−1−i |τi|

¶§|B��|B���	�����¿�

|yn+1 − zn+1| 6 (1 + hL) ×

(

(1 + hL)n |ε0| + h
n−1
∑

i=0

(1 + hL)n−1−i |τi|

)

+h |τn|

�'� ¶��
|yn+1 − zn+1| 6 (1 + hL)n+1 |ε0| + h

n
∑

i=0

(1 + hL)n−i |τi|

�I�8·¸���'�	~��#��� �������/���!�O�!�+�������������	�h�§�_����|��
n+ 1
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• � ¶§|�������~!�/¶§| �

∀n ∈ N |yn − zn| 6 (1 + hL)n |ε0| + h
n−1
∑

i=0

(1 + hL)n−1−i |τi|

�/�vÂ����	|¸���§��¶���~

h
n−1
∑

i=0

(1 + hL)n−i−1 |τi|6max |τi|h
n−1
∑

i=0

(1 + hL)n−i−1

6max |τi|h
n−1
∑

i=0

(1 + hL)i

6max |τi|h
(1 + hL)n − 1

hL

h
n−1
∑

i=0

(1 + hL)n−i−1 |τi|6max |τi|
(1 + hL)n − 1

L

��|�Ó�|vÀ�¶§|µ~������Q·¸���
(1+hL) 6 ehL À����Q¶�|;��|j���+�������F·¸��� (1+hL)n 6 ehLn ½ � ¶§�@�@� nh�+~����/|�ÆÇ�������	���#���6�����@��~��;�����/�;���v·¸���O��� ¶§|6Â��;���!�!���/|������§À�¶�|6�

nh 6 b− a
À��'� ¶ � �

∀n ∈ N |yn − zn| 6 eL(b−a) |ε0| +
eL(b−a) − 1

L
max |τi|

~!¶§���
∃K ∈ R ∀n ∈ N |yn − zn| 6 K max(|ε0| + max |τi|)

Î �Ä�@���!��¶����8�'� �����/���Ô�I�����/�/���¿���h�+~��Ô��¶§|��O~�����Ã�����½

{}| �	~��Å����Â§�	|�� ���I� �L���®����Ó�|����!�/¶§| ���_�/�®~����§Ã��/�����!��½YÁh��|�~Ä�/�®�������!��·¸���§Àv�¤¶§���Å�/�	~
�@�I�!��¶����	~ �@��|B����~�À�¶�|_�������/��~��	���m�/�}������¶��
�	�@�O~!���/Â���|¸�
� Ë�Ì¸¢y����Í �BÉ	�Y�j�(z¼É�¡+z��TÊ(�(Ê(¡	ÌL ���ÉmÍªÌ�¡+ËY¢= Y��É�� ��£ ��z�É
� ¶§������|����@�I����¶���� �m��|B���§~������/�ÄÆÇ¶§���@�

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h)

���/¶§��~Q�/�m�@�I����¶������	~��#~�����Ã��/�8~��
(t, y, h) 7→ Φ(t, y, h)

�	~��#�/����~��������
		���	|�|��O�����������
	
�y¶���� �

y
½

wyx�� {}|B~	� �/|¸�!�����	~�~!�O�§�6~������	�@�@~!���/Â��§|¸���������� �¸�/¶§���






yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h)

Φ(tn, yn, h) = f(tn, yn) +
h

2

(

∂f

∂t
(tn, yn) + f(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn)

)

¾#Ó�|6���O���I�!�	�!�@�/|�������� ¶§�����!�}�I�����m��¶§|�~!��~�����|����h���B~��������;��À�¶�|_���!�����/�O��� ���������������h�!��¶§|y����	
�����!�F�/¶������/�§À��§� �+~�� �����/���Q��� �	���§�����	|����!�F�/�

yn+1
�	�����I���/�F�����T�/�#~!�����	�;��À��I�����OÂ����/�����

y(tn+1)���O���;~�¶������!�/¶§|B���
{

y′(t) = f(t, y(t))
y(tn) = yn

� ¶§���#�/�j~�¶���������¶�|®���Å���Ä~
��~��
�	�@�§À���¶§�@�@��|���¶§|�~Ô�����Ô�	�����I���/���Ô���+~}���	�!�/Â§�	�	~�~!�������	~�~��/Â§�+~#���
y
�	|6ÆÇ¶§|��I�!�/¶§|B���	~#��������Â����	~F���

f
�
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� ¶§���#���	�!�/Â§�	�
t 7→ f(t, y(t))

À�¶§|6�!�	�;����·����h·¸�v� ���Y~�� � ���¿�#�������@�I¶§�@�¤¶�~!���O���

f : (t, y) 7→ f(t, y)

�I�Ô���
u : t 7→ (t, y(t))

{}��¶§|B~!�§�¿�#·¸���
(f ◦ u)′ = Df · u′

À��I�#���I��À�¶§|B�

Df(t, y) =

(

∂f

∂t
(t, y),

∂f

∂y
(t, y)

)

�I�
u′(t) = (1, y′(t))

½y�'� ¶ �

d

dt

(

f(t, y(t))
)

=

(

∂f

∂t
(t, y(t)),

∂f

∂y
(t, y(t))

)

· (1, y′(t))

=
∂f

∂t
(t, y(t)) + y′(t)

∂f

∂y
(t, y(t))

=
∂f

∂t
(t, y(t)) + f(t, y(t))

∂f

∂y
(t, y(t))

y′(t) = f(t, y(t))

y′′(t) =
∂f

∂t
(t, y(t)) + y′(t)

∂f

∂y
(t, y(t))

=
∂f

∂t
(t, y(t)) + f(t, y(t))

∂f

∂y
(t, y(t))

y(3)(t) =
∂2f

∂t2
(t, y(t)) + y′(t)

∂2f

∂y ∂t

+(
∂f

∂t
(t, y(t)) + f(t, y(t))

∂f

∂y
(t, y(t)))

∂f

∂y
(t, y(t))

+f(t, y(t))

(

∂2f

∂y ∂t
(t, y(t)) + y′(t)

∂2f

∂y2
(t, y(t))

)

=
∂2f

∂t2
(t, y(t)) + 2f(t, y(t))

∂2f

∂t ∂y
(t, y(t)) +

(

f(t, y(t))
)2 ∂2f

∂y2
(t, y(t))

+
∂f

∂t
(t, y(t))

∂f

∂y
(t, y(t)) + f(t, y(t))

(

∂f

∂y

)2

(t, y(t))

��|B�+�I����Â���|¸�����ÅÆÇ¶��!�Ä���/�O�����Y� ���/¶§�Q�y¶����
y
À�¶§|B�

y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) + O

(

h3
)

�	|Å�������/�/~���|¸�T��� �	·¸�����!�/¶§|m���¿º»������|¸�����	���/�.Â������¿Óy���$�y���
y
À����Q���	Â§�	��¶����y�	�@��|¸�T��� ��� ����¶��Y���	Â¸�/��|¸�

y(tn+1) = yn + hf(tn, yn) +
h2

2

(

∂f

∂t
(tn, yn) + f(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn)

)

+ O
(

h3
)

¶�|_�	|B���	�������
∃K |yn+1 − y(tn+1)| 6 Kh3

¶�|_�	|B���	�������Ô·¸�����I�8~��������;�m�	~��#�I¶�|�~���~�����|¸�+À��I�Ô�'� ¶§�������
2
½
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� ¶§���@�@¶§|¸�!�����;·¸�v� ��|¨~!�������;�¦�+~��µ��¶§|�Â§�	�
����|¸�	À�¶§| ���!�/����~!�B�!� �	~Ä�!� �	~;~!¶§��Â���|¸�@���
�!���	¶§� ���@��~�����Â���|¸�
� Ë�Ì¸¢y����Í �
� |L~��������;�@~�����Ã��/�O�I�Ô��¶§|�~!�/~����§|¸�Q�+~��Ô��¶§|�Â§�	�
����|¸�	½

{}| Â��/��|¸�L���¼�@¶�|����!�	�_·¸��� �/�¹~��������;� �+~��L�I¶�|�~!�/~����§|��+½Q¾#Ó�| ���¼�@¶§|¸���!�	�6·¸�v� ���O�+~��
��¶§|�Â§�	�
����|¸�	À¸�@¶§|¸�!��¶§|�~F·¸�v� ���=�	~��Ô~�����Ã��/�§½ � ¶§���#·����

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h)
~!¶§����~�����Ã��/�§À��/��~!���@�$·����

Φ(tn, yn, h)
~�¶��¿���/����~��������
		���	|�|������§���������y¶���� �h�/�hÂ���������Ã��/�

yn

½ Î �
ÆÇ¶�|�������¶�|

f
������|¸���/����~��������
		���	|�|��§À��/��~����m��·¸���

g2
~�¶��¿�T���/��~��������
	��/��|�|��.�¤¶§���T·¸���

Φ(tn, yn, h)~!¶§�������/��~������¿� 	��/��|�|��§½
{}| ���	~!�����@�I¶§|y~����!���/���Ä��|��m�@���!��¶����;�'� ¶§������� � ½ � ¶������I������À'�/��~!���@��·¸���

Φ(tn, yn, h)��¶§���!�+~��¤¶§|����;�I���§�I�!���@�	|��@���¹����Â����/¶§���¤���@��|¸�@��� ��� ����¶��Ä���
y
��� Â�¶§��~��/|�� ���j���

tn
½�{}|

�¤¶�~!����¶§|��

Φ(tn, yn, h) = f(tn, yn) +
h

2

(

∂f

∂t
(tn, yn) + f(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn)

)

+
h2

6

(

∂2f

∂t2
(tn, yn) + 2f(tn, yn)

∂2f

∂t ∂y
(tn, yn)

+
(

f(tn, yn)
)2 ∂2f

∂y2
(tn, yn) +

∂f

∂t
(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn)

+f(tn, yn)

(

∂f

∂y

)2

(tn, yn)

)

� ¶§���#��¶§|�~��!�����/�!�O��|��h�@���!��¶����8�'� ¶§�������
p
À��/�=~����m�Ô���h�¤¶�~!���

Φ(tn, yn, h) =
p
∑

i=1

hi−1

i!

di−1

dti−1
(f(t, y(t)))|t=tn,y=yn

wyx/¥ {}|6�I�������/������~��������;�@��������|��§���
	O���!���m~����/Â���|¸�

yn+1 = yn + hf

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)

� ¶§���#���I�������m�/|��	����� �����!�	�������O�!��¶§|y�����������}�/¶������/�§À�¶�|6��¶§�@�@��|����O�����#���	Â§�	��¶����y�	�

f

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)

�§�_Â�¶§��~��/|�� ���h���_�¤¶§�/|¸�
(tn, yn)

{}|@���§���y�	���/�F�/�hÆÇ¶��!�Ä���/�#��� �Y� ���/¶§�T�¤¶§������|��FÆÇ¶§|��I�!�/¶§|;���
n
Â������/�§Ã��/�	~ �h��� ¶§�������

p
½

{}|m����Â§�	��¶����¤�.���}ÆÇ¶§|��I�!�/¶§|@���mÂ§¶§��~!��|�� �§�Q���
x ∈ R

n À��I��¶§|m~�����¶�|�|�� h ��|@Â§�+���������

�¤�I���¿�

�
���

R
n ½�ÕÔ¶���¶§|�~ h1, . . . hn

�/�	~��I¶�¶�����¶�|�|��	�	~F���
h

f(x+ h) =

p
∑

k=0

∑

{i1+i2+...in=k}

hi1
1 h

i2
2 . . . hin

n

k!

∂kf

∂xi1
1 ∂x

i2
2 . . . ∂xin

n

+ O
(

‖h‖p+1
)

� ¶§�����/�	~F�������@�/����~Q�!�	�!�@�	~	À�¶§|6�	���!���������!ÆÇ¶§��~��I�����	Â§�	��¶����y�	�@��|¸�Ô~�¶���~Q�/�mÆÇ¶��!�@�

f(x+ h) = f(x) + ∇f(x) · h+
1

2
t
hD(2)f(x)h+ O

(

‖h‖3
)



�
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�����������
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%'& �(�(��)��$*+
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�0

��|®�§�����/�/·¸���§|������ÄÆÇ¶§���Å���/������Y� ���/¶§� �m��� ¶§�������
2
À�¶§|_�!��¶§��Â��

f

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)

= f(tn, yn) + ∇f(tn, yn) ·

(

h

2
,
h

2
f(tn, yn)

)

+
t(

h

2
,
h

2
f(tn, yn)

)









∂2f

∂t2
(tn, yn)

∂2f

∂t ∂y
(tn, yn)

∂2f

∂t ∂y
(tn, yn)

∂2f

∂y2
(tn, yn)









(

h

2
,
h

2
f(tn, yn)

)

+O
(

‖h‖3
)

�'� ¶ �

f

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)

= f(tn, yn) +
h

2

∂f

∂t
(tn, yn) +

h

2
f(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn)

+
1

2

(

h2

4

∂2f

∂t2
(tn, yn)

+
h2

2
f(tn, yn)

∂2f

∂t ∂y
(tn, yn)

+
h2

4
(f(tn, yn))

2 ∂
2f

∂y2

)

+ O
(

h3
)

{}|6��|L���+�������Ô·����

y(tn+1) − yn+1 = y(tn+1) − yn − hf

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)

= O
(

h3
)

{}| ��| ���	�������m·¸�v� �/�$�I����~����
K
�!���Q·¸���

|y(tn+1) − yn+1| 6 Kh3 ½ � �����BÂ§�	���Ä���/�!�µ·¸���j���~��������;�Ä�	~��Ô�I¶�|�~���~�����|¸�+À��'� ¶������!� � ½
� �=¡	���¦Í Ì¸¡	Ë�¢v Y�

Î ¶���~�·¸�v� ¶§|j�����¸�������h����~��������;�

yn+1 = yn + hf

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)

¶�|¼Â�¶§���Å·����;��� ��|y�I�����@��|¸���	~�~!�§���;�'� �/�m���!�	�8���BÂ��§���	���
f

(

tn +
h

2
, y

(

tn +
h

2

)) ½T{}|¼�+�I���¿�
��¶�|��h��� ���������������O���!¶�|������!�����}�/¶����§����~!¶§��~F���ÄÆÇ¶§���m�

y(tn+1) − yn+1 = y(tn+1) − yn − hf

(

tn +
h

2
, y

(

tn +
h

2

))

+hf

(

tn +
h

2
, y

(

tn +
h

2

))

− hf

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)

= y(tn+1) − yn − hy′
(

tn +
h

2

)

+hf

(

tn +
h

2
, y

(

tn +
h

2

))

− hf

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)

|y(tn+1) − yn+1|6

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − yn − hy′
(

tn +
h

2

)∣

∣

∣

∣

+h

∣

∣

∣

∣

f

(

tn +
h

2
, y

(

tn +
h

2

))

− f

(

tn +
h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − yn − hy′
(

tn +
h

2

)∣

∣

∣

∣

+Lh

∣

∣

∣

∣

yn +
h

2
f(tn, yn) − y

(

tn +
h

2

)∣

∣

∣

∣
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{}|6�Iº»�	�I�!������|L���	Â§�	��¶����y�	�@��|¸�����/�@�¿���8���8�����§����|B���	~Q�������m�+~��

y(tn+1) − yn − hy′
(

tn +
h

2

)

= yn + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) + O

(

h3
)

−yn − h

(

y′(tn) +
h

2
y′′(tn) + O

(

h2
)

)

=O
(

h3
)

���

yn +
h

2
f(tn, yn) − y

(

tn +
h

2

)

= yn +
h

2
y′(tn) − y

(

tn +
h

2

)

= yn +
h

2
y′(tn) − yn −

h

2
y′(tn) + O

(

h2
)

= O
(

h2
)

���#¶§|6��|L���	�����¿�Ô·¸���O��� �	�!�������F���O�!��¶§|��	���!���!�h��¶��	���/�h�+~��#��|
O
(

h3
) ½

�L¶�|����!¶�|�~ �;���!�+~��	|��h·����Ä�I�Ä~!�����	�;�@�	~��h~�����Ã�����½ � ¶§���h�I�	�/��À��/��~!���@�}���Ä�m¶�|¸�!�����Ô·¸���
y 7→ Φ(tn, y, h)

�	~��#�/����~��������
		���	|�|��O�������������y¶���� �
y
½

|Φ(tn, u, h) − Φ(tn, v, h)|=

∣

∣

∣

∣

f

(

tn +
h

2
, u+

h

2
f(tn, u)

)

−f

(

tn +
h

2
, v +

h

2
f(tn, v)

)∣

∣

∣

∣

6L

∣

∣

∣

∣

u+
h

2
f(tn, u) − v −

h

2
f(tn, v)

∣

∣

∣

∣

6L |u− v| +
Lh

2
|f(tn, u) − f(tn, v)|

6

(

L +
L2h

2

)

|u− v|

{}| ��| ���+�������m·¸���;�¤¶§���
h
��¶�|�|��§À

Φ
�+~��Ä��|���ÆÇ¶§���m�	�@��|¸�8���/��~��������
	��/��|�|��§½�ÁÅ� ����� �	~8���

��¶§����~�À��/�8~!�������;�Å�+~��Ô��¶§|��O~�����Ã�����½
wyx/  � �����/����� �����!� 1 À»¶�| �j�!���§���Ä�/�	~O~!¶§�/���!�/¶§|�~h¶�Ã��!�	|¸���	~h�y¶����O���;~��������;�6�'� �����/�����I� 	
���/���I���!�§À��¤¶§��������~��������;�@����Y� ���/¶§�+À¸�v� ¶�������� � ��� � À��I�#�¤¶§���Q�/�8~��������;�m��� ����|���� �
	O�������
�'� ¶§������� � ½ Î � �+·¸��������¶�| ���¿º»������|¸�����	���/� �B���§·¸�����/�/�µ¶§| ~	� �+~��Ä��|¸�!�	�!�+~!~!�@�	~��Ä��|��µ�	·¸�����!�/¶§| ����	
|��+���/�!�O���B�������@�/����¶§�������§À�¶§|B�¤�����Ô��¶§|��h��� �/|¸�!�����!�	���������	�I�!�	�m�	|¸�	À����#�������§�/�����=��¶�|�|��

x 7→ e 1−cos(x)

��¶§�@�@�O~!¶§�/������¶�|_�����������§½
� ¶§���m�I�������/���@|����@�����/·¸���	�@��|¸�Ä��� ¶������!�j��� ~��������;��À�¶§|ª���!¶����	���6���j���¦�;�§|�� �	�!�_~�����	

Â���|¸������¶§|B~������y¶¸~���·¸������� �	�!�������
e
�+~��Ô�����/�ÄÆÇ¶§���@�

Khp ½y{}|L�m�§��|y~��

log(e) = log(K) + p log(h)

{}|B���§�/�������8��¶§|��h��� �	�!���������¤¶§���#���¿º»������|¸���	~�Â����/������~����
h
À��I�#¶�|6�!���§�I�

log(e)
ÆÇ¶�|�������¶�|L���

log(h)
½�{}|��+~��T���/¶§��~v�I�	|�~!���!��¶§��Â����v��|��.����¶§���!��À	���$�y�	|����

p
½ � ¶§�@�@����� ¶������!���+~�����|��$Â��§���	�����~ ���@���!¶§�!��·¸���§Ày���T�	~��}�¤¶�~�~!��Ã��/� �(Â§¶�������ÆÇ���	·¸����|¸���#·¸���Å�/�	~}Â����/������~Ô���Å��� �	�!�������Ô�!��¶§��Â����+~#|��

~!¶§�/��|¸�Ô����~#��¶§�����;Æ(�§�¿�O���/� ��|����+~�½ � �m·¸���T�I¶��@���!�m���/¶§��~�À¤��� �	~��}���j���/�!�+������¶�|¦�§~
���m���!¶����/·¸����/¶§��~!·¸���
log(h) → −∞

½���Â��/�����@�@��|¸�	À��¤¶§����¶§Ã�����|��/����|��8��¶§����Ãy�h�¤¶����§Ã��/�§À��/�'Â������#�@�/�����
�������/��~��	����|��;����¶ ���!�+~!~!��¶�| �§�	¶§�@�I���!��·¸���@�y¶����

h
Àv�I�8�����������!�@�/�	~�Â����/������~}�!��¶§��Â§���+~O�y¶����

h
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t
0

2

4

6

8

y(
t)

solution exacte
Euler
Taylor 2
Taylor 3
Runge-Kutta 2

������� 1 � Î �	~Ô~!¶§�/������¶�|�~F�!��¶§��Â§���+~��¤¶§���}���+~Ô����º¤�	�!�	|¸��~Ô~������	�@��~�À¤��Â§�+� � �y¶���|¸��~h���Å���/~��I��� 	
���/~�������¶�|v½

-8 -6 -4 -2 0

log(h)
-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

lo
g(

er
re

ur
)

Euler
taylor 2
taylor 3
Runge-Kutta 2

������� � � Î �+~F¶§�����!�+~.�!��¶§��Â��	~Q�y¶������/�	~�����º¤�	�!�	|¸�!�	~#�m���!��¶����+~F�I�������/���	~Ô����|�~F��� �I�������I���I��½
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���!¶�� �§����|y�'½ Î �	~@���	~!����������~@·¸���B��� ¶§| �¼�!��¶§��Â��	~m~�¶�|��;���������	~!��|¸���	~m~����;��� �Y� �§���!� � ½ Î �	~
�¤��|¸�!�+~����	~Ô�I¶§���!Ã¤�	~Q���!¶���Â§�	�	~F�I¶�|�Ó����m�	|¸�F�/�	~F���!�����	~F������¶��!��·¸���	~F·¸������� ¶�|6�ÄÆ(�����!�+~�½
wyx/� {}|6~	� �/|¸�!�	�!�+~!~!�h�§���_�@���!��¶����+~ �Ä��|6�y�§~	À���¶§|������h���mÆÇ¶§���@�

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h)

��Â��	�
Φ(t, y, h) = a1f(t, y) + a2f(t+ p1h, y + p2hf(t, y))

Î �;�������@� �	�!�m�I¶�|������!�/¶§|®·¸���Å��� ¶§|®Â������h�	~��h·¸���m�/�;�@���!��¶����@~�¶��¿�O�I¶�|�~���~�����|¸���§½yÁÄ� ����� �	~Ô���
��¶§����~�À��¤¶§���#·¸�������m�@�I�!��¶����8~�¶��¿�#�I¶�|�~!�/~����§|����§À��/�=~!���@�Ô·����

Φ(t, y, 0) = f(t, y)

���#¶§|B��¶§���#��¶§|�����Â�¶§�/�
a1 + a2 = 1

� ¶��m�@�O¶§|6��� �;����� �mÂ¸�B���/��~!���	����~QÆÇ¶§��~���Â��§|¸�	À�¶§|B�

y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) + O

(

h3
)

= yn + hf(tn, yn) +
h2

2

(

∂f

∂t
(tn, yn) + f(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn)

)

+ O
(

h3
)

���#�y���#���/�/���	����~	À��¤¶§�����/��~!�����	�;�m�§��·¸�����'¶�|L~�� ��|¸�������	~�~��

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h)
= yn + h (a1f(tn, yn) + a2f(tn + p1h, yn + p2hf(tn, yn)))
= yn + a1hf(tn, yn) + a2hf(tn + p1h, yn + p2hf(tn, yn))

= yn + a1hf(tn, yn) + a2h

(

f(tn, yn) + p1h
∂f

∂t
(tn, yn)

+p2hf(tn, yn)
∂f

∂y
(tn, yn) + O

(

h2
)

)

yn+1 = yn + (a1 + a2)hf(tn, yn) + a2p1h
2 ∂f

∂t
(tn, yn)

+a2p2h
2f(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn) + O

(

h3
)

� ¶§���8·����;���+~h�!�����@�	~��'� ¶§������� 1 ��� � ~�� �/����|¸�!��Ó���|¸�Å�§���¦�������m�+~�·¸���;��� ¶§|¼�!��¶§��Â§�;����|y~O���
���	Â§�	��¶����y�	�@��|¸�#���

y(tn+1)
À��/�=~!���@�Ô·¸���O��� ¶§|B�����



















a1 + a2 = 1

a2p1 =
1

2

a2p2 =
1

2
���Ô����|�~��������§~	À�¶§|B�

y(tn+1) − yn+1 = O
(

h3
)

���#����~��������;�m�	~���Ã����	|L�'� ¶������!�����6�@¶§�/|�~
2
½
Φ
�	~��Ô���O�/�ÄÆÇ¶��!�@�

Φ(t, y, h) = (1 − λ)f(t, y) + λf

(

t+
h

2λ
, y +

h

2λ
f(t, y)

)
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� ¶§����·¸�������h�@�I�!��¶����#~�¶��¿���I¶�|�Â§��� �§�	|¸�!�§À��/��~����m�$·¸�v� ���/�/�#~�¶��¿��~�����Ã�����½§ÁÅ� �����
�+~T�����I¶�����~�À
���	�I�'�+~��#���	�§����~!�h~!�

Φ
�+~��#�/�/��~!�����¿� 	��/��|�|��O���§�����§���¤¶§�!� �m���mÂ��§�!����Ã����

y
½ � ¶����F�!¶����

y, z

|Φ(t, y, h) − Φ(t, z, h)|=

∣

∣

∣

∣

(1 − λ)f(t, y) + λf

(

t+
h

2λ
, y +

h

2λ
f(t, y)

)

−(1 − λ)f(t, z) − λf

(

t+
h

2λ
, z +

h

2λ
f(t, z)

)∣

∣

∣

∣

6 |1 − λ|L |y − z|

+ |λ|L

∣

∣

∣

∣

y +
h

2λ
f(t, y) − z +

h

2λ
f(t, z)

∣

∣

∣

∣

6 |1 − λ|L |y − z|

+ |λ|L |y − z|+
Lh

2
|f(t, y) − f(t, z)|

|Φ(t, y, h) − Φ(t, z, h)|6

(

L(|λ| + |1 − λ|) +
L2h

2

)

|y − z|

¾Ô��|�~!��À
Φ
�+~��#�/���y~!�������
		���	|�|��O���§�����§���y¶���� �

y
À���¶§|��O���m�@�I�!��¶������	~���~����§Ã��/�§½
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'x/z {}|B~�� �/|��������	~�~��h���I�=�§�6~��������;�@��� � ����|���� ��ÕÔ�/����¶§��~�¶�|

yn+1 = yn +
h

2
(f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1))

Î �h~��������;�Ä�	~��QÃ����	|6����Ó�|��v~!�
yn+1

�	~������IÓ�|��v���O�@�§|�� �����}��|��/·¸���h�����F�/��~!�����	�;��½ Î �O�!�	���
yn+1

�	~��#��|B�y¶���|¸��Ó������������ �§�����/�/�	���!�/¶§|
Φ
��Â��	�

Φ(yn+1) = yn+1
��Â��	�

Φ : u ∈ R 7→ yn +
h

2
(f(tn, yn) + f(tn+1, u)) ∈ R

� z����$���}�Y¡+ËYÌ�¢y� ��Í �B �� �$¢¤Ê(£»¡���v�® �����Ê(¥�z��� 
� ¶§���

(E, d)
��|µ�	~!���§���Ô�@�I���!��·¸���Ô��¶§�@���/�I�	½ � ¶��¿�

f
��|��#ÆÇ¶�|�������¶�|j���

E
����|y~

E
½�{}|

~������y¶¸~���·¸���
f
�	~�����¶§|¸�!���§�I���§|����§À���� �	~�� �@���/�!��·¸���

∃k < 1 ∀(x, y) ∈ E2 d(f(x), f(y)) 6 kd(x, y)

���/¶§��~
f
�§���m���#��|B��|���·¸���O�y¶���|¸��Ó����§½

Î � ������~��!��|y�I���I����� ��|����I���!�Ô���
Φ
~!¶§|¸�$�§~�~!���!�	�	~T~!�

Φ
�+~�����|��Ô���������������!�/¶§|@�I¶�|�������������|¸�!��½ � ¶����

��¶§���
u
���
v
�!�	����~�À�¶�|B�

|Φ(u) − Φ(v)|=

∣

∣

∣

∣

yn +
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, u)
)

−yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, v)
)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

h

2

(

f(tn+1, u) − f(tn+1, v)
)

∣

∣

∣

∣

6
hL

2
|u− v|

Î � �§�����/�/�	���!�/¶§|
Φ
�+~��Ô��¶§|��O�I¶�|¸�!���§������|¸�!�h�¤¶§����Â��6·¸��� hL

2
< 1

À��§� �+~�� �@���/���h�¤¶§���
h <

2

L

½
¾�Óy| ���j�����!�����@��|����8��� ¶������!�µ��� ~��������;��Àv¶§| �	�����I���/�;��| ���	Â§���/¶§���y�	�m�	|¸�Å���;��� �����������

���m���!¶�|������!�����Ä�/¶����§����Àv��� �	~����B���/���m��� �����!�	�����I¶§�@�@��~��;���§|�~O���;~��������;�6��|¸���!�@���6~!¶§�/������¶�|
�����������O�§�j�����@��~

tn+1
���B����¶§Ã�� ���@����� � ���������

{

y′(t) = f(t, y(t))
y(tn) = yn

���#�/�@~!¶§�/���!�/¶§|B�������!¶������	�

yn+1 = yn +
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)
)

Áh��|�~@�/�	~;ÆÇ¶§���Å���/�	~@�/�@�������I���!�+~�À$���#�+~��µ~!¶§��Â���|¸�µ�I¶��m�@¶����L���

�����@�����§�����

�
�/�	~;�!�����@�	~

��¶§|¸�!�	|���|¸�
yn+1

���§�����+~F�����@�	~F�������@�	~��I¶�|¸�!��|y��|¸�
y(tn+1)

�

y(tn+1) − yn+1 = y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)
)

= y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, y(tn+1))
)

−
h

2

(

f(tn+1, yn+1) − f(tn+1, y(tn+1))
)
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|y(tn+1) − yn+1| 6 Khp+1

���/¶§��~Q�������	�!|��/���F�������@�
∣

∣

∣

∣

h

2

(

f(tn+1, yn+1) − f(tn+1, y(tn+1))
)

∣

∣

∣

∣

6
Lh

2
|y(tn+1) − yn+1|

6
KLhp+2

2
�	~��Q|����§�/� �§�	�§Ã��/�}���	Â��§|¸�Q�/�	~F�����!���	~$�!�����@�	~	½�{}|j�¤�����#��¶�|��#�@�I�!�!�����I�h�m¶������	�§�;� �
����|y~F��|L�I¶§�/|v½

{}|B��|B���	�����¿�

|y(tn+1) − yn+1|6

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, y(tn+1))
)

∣

∣

∣

∣

+
h

2
|f(tn+1, yn+1) − f(tn+1, y(tn+1))|

6

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, y(tn+1))
)

∣

∣

∣

∣

+
hL

2
|y(tn+1) − yn+1|

�'� ¶ �
(

1 −
hL

2

)

|y(tn+1) − yn+1| 6

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, y(tn+1))
)

∣

∣

∣

∣

� �'���	~��!� �Ä����Â§�	��¶����¤��� �Å��� �������h���h���ÅÆÇ¶§���Å���/����� ��� ����¶��.���@������|�� �����Ô�������!�+~!~!��¶�|;�!��¶§��Â§�����

y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, y(tn+1))
)

= y(tn+1) − yn −
h

2
(y′(tn) + y′(tn+1))

{}|B����Â����/¶§���¤�
y(tn+1)

�I�
y′(tn+1)

�

y(tn+1) = yn + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) +

h3

6
y(3)(tn) + O

(

h4
)

y′(tn+1) = y′(tn) + hy′′(tn) +
h2

2
y(3)(tn) + O

(

h3
)

{}|_�!��¶§��Â������/|�~��

y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, y(tn+1))
)

= −
h3

12
y(3)(tn) + O

(

h4
)

��¶�|��h���=�I���/~��!�O��|����!�	���
C
�!���v·¸���

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, y(tn+1))
)

∣

∣

∣

∣

6 Ch3
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|y(tn+1) − yn+1| 6
Ch3

1 −
hL

2���#¶§|6��|L���	�����¿�Ô·¸���O���ÄÆÇ¶§���Å���/�O�	~��Ô�'� ¶������!� � ½

'x�� {}|6�������/�/~!���/�8~!�����	�;�

yn+1 = yn +
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)
)

���#¶§|6�I�!�y��������� �����!�	���

y(tn+1) − yn+1 = y(tn+1) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)
)

¶�|_Â��@���������@���	~�~�� �§���F���8~!��Ã�~��!���!���	�
y(tn)

�
yn
�I�
y(tn+1)

�
yn+1

�

y(tn+1) − yn+1 = y(tn+1) − y(tn) −
h

2

(

f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))
)

+y(tn) − yn −
h

2

(

f(tn, yn) − f(tn, y(tn))
)

−
h

2

(

f(tn+1, yn+1) − f(tn+1, y(tn+1))
)

�'� ¶ �

|y(tn+1) − yn+1|6

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − y(tn) −
h

2

(

f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))
)

∣

∣

∣

∣

+ |y(tn) − yn| +
h

2
|f(tn, yn) − f(tn, y(tn))|

+
h

2
|f(tn+1, yn+1) − f(tn+1, y(tn+1))|

�	|_�������/��~!�§|��#�/�OÆ(�����#·¸���
f
�+~��#�/���y~!�������
		���	|�|���À�¶§|6�!��¶§��Â��

(

1 −
hL

2

)

|y(tn+1) − yn+1|6

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − y(tn) −
h

2

(

f(tn, y(tn))

+ f(tn+1, y(tn+1))
)

∣

∣

∣

∣

+

(

1 +
hL

2

)

|y(tn) − yn|

{}|B����Â����/¶§���¤���m���!�+~��	|¸�F��� �I�������	~�~��/¶§|

y(tn+1) − y(tn) −
h

2

(

f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))
)

�j��� �������Ä���Ä���;ÆÇ¶��!�Ä�����m��� ��� ����¶��	½ � ��~	� � �§���}�����§�������@��|¸�O���¦�����@�m����Â����/¶§���¤���@��|¸��·¸�v� �
���@·����	~��!�/¶§|6���!�+�I�+����|¸�!��À��I�#¶�|6�@���/|�~!�

∣

∣

∣

∣

y(tn+1) − y(tn) −
h

2

(

f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))
)

∣

∣

∣

∣

6 Ch3

{}|6��|L���+�������
(

1 −
hL

2

)

|y(tn+1) − yn+1| 6

(

1 +
hL

2

)

|y(tn) − yn| + Ch3
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|y(tn+1) − yn+1| 6






1 +

hL

1 −
hL

2






|y(tn) − yn| +

Ch3

1 −
hL

2


'x/¥

� z����$���}���.�¸ÍªÍ �_ ����_��¢y£��Äz��(�F �Ê(É+¥����¸¡
� �v��|��O~!�����!�

θn

�	~����!���/�/�O·¸���

0 6 θn 6 (1 + hK)θn−1 + hτn−1

�I�
h
�+~��������=·¸���

0 6 nh 6 T − T0
�§��¶���~

θn 6 eK(T−T0)
(

θ0 + max
τn−1

k

)

��|¦�§�����/�/·¸���§|¸�Ô���Å���	�m�@�m�����h��¶§|	�F���/�v���/~��I���I� �;�/�j~������!�
θn = |yn − y(tn)|

À»·¸���=�+~��
�����/���8·¸���

θ0 = 0
À�¶§|_�!��¶§��Â��

θn 6 e
L(T−T0)

1− hL
2

Ch2

1 −
hL

2

= C′h2


'x/  Î �8~!�������;�Å�+~��#Ã����	|B���IÓ�|���À��¤¶§����Â��6·¸�v� �/�v�I����~����h��|6��|��/·¸���
yn+1

�!�	�=·¸���

yn+1 = yn + hf (θtn+1 + (1 − θ)tn, θyn+1 + (1 − θ)yn)

yn+1
�������§����
/�#��¶§�@�@�h��|6�¤¶§�/|¸��Ó����������/�ÄÆÇ¶�|�������¶�|

Φ : z 7−→ yn + hf (θtn+1 + (1 − θ)tn, θz + (1 − θ)yn)
� ¶§���.·¸�v� ��|;�!�	�y�¤¶§�/|¸�$Ó����#�����/~��!�}�I�Q~!¶§���$��|��/·¸����À��/�¤~!���@�Q·¸���}�/��ÆÇ¶§|��I�!�/¶§|

Φ
~!¶§���.�I¶�|¸�!���§��	

����|¸�!��½y{}�
|Φ(z1) − Φ(z2)| = |yn + hf (θtn+1 + (1 − θ)tn, θz1 + (1 − θ)yn)

−yn − hf (θtn+1 + (1 − θ)tn, θz2 + (1 − θ)yn)|
= h |f (θtn+1 + (1 − θ)tn, θz1 + (1 − θ)yn)

−f (θtn+1 + (1 − θ)tn, θz2 + (1 − θ)yn)|
6 hL |θz1 + (1 − θ)yn − θz2 − (1 − θ)yn|
6 hθL |z1 − z2|

{}|µ�	|_���+�������#·����Ô���Å�@�I����¶����hÃ����	|_����Ó�|��/�h~!�
hθL < 1

½ � ����������¶�|�~��;���/|¸�!�	|���|¸�.��� �����!�	������#�!��¶§|��	���!���!���/¶������/�§½�{}|µ�I¶��m�y�������/��Â��§���	���
yn+1

�!��¶§��Â§�����y�����/�}~��������;����Â��	�F����Â����/�����
�§�j�����@��~

tn+1
���O�/�;~!¶§�/���!�/¶§|B���

{

y′(t) = f(t, y(t))
y(tn) = yn

� ¶§���j�I�	�/��À�¶§|¹Æ(�����_�§����������
��!���B���	~µ�!�����@�	~µ��¶§|¸�!�	|���|¸�
y(tn+1)

� ��� �����§���®���	~µ�!�����@�	~
��¶§|¸�!�	|���|¸�

yn+1
���§|�~F��� �	�!�����������O���!¶�|������!�����h��¶����§���

y(tn+1) − yn+1 = y(tn+1) − yn − hf(θtn+1 + (1 − θ)tn, θyn+1 + (1 − θ)yn)
= y(tn+1) − yn − hf(θtn+1 + (1 − θ)tn, θy(tn+1) + (1 − θ)yn)

+h (f(θtn+1 + (1 − θ)tn, θy(tn+1) + (1 − θ)yn)
−f(θtn+1 + (1 − θ)tn, θyn+1 + (1 − θ)yn))
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|y(tn+1) − yn+1| 6 |y(tn+1) − yn − hf(θtn+1 + (1 − θ)tn, θy(tn+1) + (1 − θ)yn)|
+h |f(θtn+1 + (1 − θ)tn, θy(tn+1) + (1 − θ)yn)

−f(θtn+1 + (1 − θ)tn, θyn+1 + (1 − θ)yn)|

{}|B�I¶��m�@�	|��I�O���§���@� ��¶§�����F�/�8~��+�I¶§|y�µ�������m��½ Î �ÄÆÇ¶�|�������¶�|
f
�I����|¸�����/��~������¿� 	��/��|�|�����|L~!�

���	����� �	�@�hÂ��§�!����Ã��/�§À�¶�|6�

|f(θtn+1 + (1 − θ)tn, θy(tn+1) + (1 − θ)yn)
−f(θtn+1 + (1 − θ)tn, θyn+1 + (1 − θ)yn)| 6 θL |y(tn+1) − yn+1|

¶�|6�@��¶�|��h�m¶�|¸�!���O·¸���

(1 − θhL) |y(tn+1) − yn+1| 6 |y(tn+1) − yn−

− hf
(

θtn+1 + (1 − θ)tn, θy(tn+1) + (1 − θ)yn

)∣

∣

∣

� �'���	~��!���;���	Â§���/¶§���y�	�F���I�!�!�8���	�!|�� �����O�I�������	~�~��/¶§|=À¸�	|6��¶§�@�@��|��	��|¸�������#����Â§�	��¶����¤���

f(θtn+1 + (1 − θ)tn, θy(tn+1) + (1 − θ)yn)

·¸���O��� ¶�|6�¤�����#�!�	�	�I���/�!�O~�¶���~F���ÅÆÇ¶��!�@�

f
(

tn + θh, yn + θ(y(tn+1) − yn)
)

{}|B�
y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) + O

(

h2
)

�'� ¶ �

f
(

tn + θh, yn + θ(y(tn+1) − yn)
)

= f(tn + θh, yn + θhy′(tn) + O
(

h2
)

)

= f(tn, yn) + θh
∂f

∂t
(tn, yn)

+θhy′(tn)
∂f

∂y
(tn, yn) + O

(

h2
)

= f(tn, yn) + θh
∂f

∂t
(tn, yn)

+θhf(tn, yn)
∂f

∂y
(tn, yn) + O

(

h2
)

� ���#�§���/�/������~�À�~!�v¶§|B���	Â§���/¶§���y�
y(tn+1)

�m��|B¶§�������h~!���¤�������	���	À�¶�|6�!��¶§��Â��

y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) + O

(

h3
)

= yn + hf(tn, yn) +
h2

2

∂f

∂t
(tn, yn)

+
h2

2
f(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn) + O

(

h3
)

{}|6¶§Ã������	|¸�Ô���/|�~��

y(tn+1) − yn − hf(θtn+1 + (1 − θ)tn, θy(tn+1) + (1 − θ)yn)

=

(

1

2
− θ

)

h2y′′(tn) + O
(

h3
)

{}|6��|L���+�������Ô·����h�/�8~��������;�m�	~��#�'� ¶������!�
1
~��
θ 6=

1

2

À����Ô�'� ¶������!� � ~��
θ =

1

2

½
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�hc d^e$fOgµi8kmlQnXkÄl��¨q;r��@l���� qÄf}f=u

� z����$���QÉ	�Y�µ�(��É@Í Ì¸¡	Ë�¢v ��¸ÉÄ Y� � ��£
	¤����L�Y¡�¡+z
Î �+~j�@�I����¶����	~B��� ����| �§� ��	O�������ª~!¶§|¸�6���	~6�@�I�!��¶����	~ �ª��£4��z�É �(�;��� �§���¦�/�	~
�����y������|����	~ �$�������ÄÆÇ¶§���@�

yn,i = yn + h
q
∑

i=1

ai,jf(tn,j , yn,j)

yn+1 = yn + h
q
∑

i=1

bif(tn,i, yn,i)

tn,i = tn + cih

{}|_�/�	~#�!�	���!�+~��	|¸�!�O~�¶���~Q�/�mÆÇ¶��!�@��~�����Â���|¸���

c1 a1,1 a1,2 . . . a1,n−1 a1,n

c2 a2,1 a2,2 . . . a2,n−1 a2,n½½½ ½½½ ½½½ ½½½ ½½½
cn−1 an−1,1 an−1,2 . . . an−1,n−1 an−1,n

cn an,1 an,2 . . . an,n−1 an,n

b1 b2 . . . bn−1 bn

�vx/z � �
q = 1

À
a1,1 = 0

�I�
c1 = 0

À��§��¶���~

yn+1 = yn + hf(tn, yn)
�/�¸~	� � �§���Y���.�/�#�m���!��¶����Q�'� �����/���T�I�����/�/���¿���§½ � �I�!�!�$�@���!��¶����Q��� ����|��§���
	O���!���#~!�����������	~!��|¸�!�~!¶§��~F���ÄÆÇ¶§���@�

0 0
1

� �
q = 1

À
a1,1 = θ

À
c1 = θ

À
b1 = 1

À��§��¶���~

yn+1 = yn + hf(tn + θh, yn,1)
¶��

yn,1
�+~��Ô���IÓ�|��=���@���/�/���¿�����@��|¸�#���§����� �	·¸�����!�/¶§|

yn,1 = yn + θhf(tn + θh, yn,1)
��Â��������@�@��|¸�+À�����Æ(������Â������¿Ó��	��·¸���

yn,1
�I����~����F�I�$�+~�����|���·¸���§½ � �	�I���	~����!�+���/�/~!�.�y�����I���	�m�����~!�'�/�ÄÆÇ¶�|�������¶�|

y 7→ yn + θhf(tn + θh, y)
�+~��#~��!���/�I�!���@�	|��Ô��¶§|¸�!���§�I���§|����§À���� �	~�� �@�������8~!�

θhL < 1
½

θ θ

1

Áh��|�~#����������|��/���#����~�À����m�@�I�!��¶����8~��O���������	~!��|¸�!�O~!¶§��~F���ÄÆÇ¶§���m�

0 0 0
α 1 0

1 −
1

2α

1

2α
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���#¶§|6�y�	���#�	���!�/�!�O���m�m���!��¶����8~!¶§�y~F�/�ÄÆÇ¶§���@���'� ��|����@�I�!��¶���� �Ä��|6�y�§~

yn+1 = yn + hf

((

1 −
1

2α

)

f(tn, yn) +
1

2α
f(tn + αh, yn + αhf(tn + αh, yn))

)

�vx�� Î �	~
yn,i

~�¶�|��#~!¶§�/���!�/¶§|y~����L~ ��~��
���@�O|�¶�|_�/��|��	���/���

∀i 6 q yn,i = yn + h
q
∑

j=1

ai,jf(tn,j , yn,j)

·¸���O��� ¶�|6�¤�����#�	�I���/�!�O~�¶���~F���ÅÆÇ¶��!�@�
Y = F(Y)

��Â§�+�

Y 7→ 1yn + hA











f(tn,1, yn,1)
f(tn,2, yn,2)½½½
f(tn,q , yn,q)











¶��
1
�	~��}�/�ÄÂ��	���������h|��@�I¶��m�¤¶§�!���§|¸�h·¸���Ä���	~

1
½ � �����¤¶�~!¶§|�~h·¸���m�/�µÆÇ¶§|��I�!�/¶§|

F
�����@�I�!�!�

��|¼��|���·¸���@�y¶���|¸�OÓ���� �(��� �I����~�����|����m���@���Ä�¤¶§�/|¸�OÓ����m~!�����j���	�@¶§|¸�!������À»~!¶§�y~Ô��|��@�����!���§��|��
��¶§|������!�/¶§|=À �m�/�;·¸���+~�����¶�|

(3.e.i)
��½y¾#�/¶§��~#�I�O�¤¶§�/|��ÔÓ����8�����¤��|��B���

yn

À����
tn
�I�Ô���

h
½¤{}|

�@��¶�|��
yn,i = yn,i(tn, yn, h)

½¤{}|B�;���/¶§��~

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h)

��Â��	�
Φ(tn, yn, h) =

q
∑

i=1

bif
(

tn + cih, yn,i(tn, yn, h)
)

�vx/¥ ÁÄ� ����� �	~Q�/�8�I¶§����~	À�¶§|L~!�§�¿�#·¸���O�¤¶§���Ô·¸�v� ��|��O�@�I����¶���� �@��|6���§~�~!¶§�y~F�/�ÄÆÇ¶§���@�

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, h)

~!¶§���Ä�I¶�|�~!�/~����§|����§ÀY���F~����m�;·¸���
Φ(t, y, 0) = f(t, y)

½ � �
h = 0

ÀT���/¶§��~�¶�|ª�®�¤¶§���Å�!¶����
i
À

yn,i = y
À��I�

tn,i = tn
½¤{}|6��|L���+�������

Φ(t, y, 0) =
q
∑

i=1

bif(t, y)

Î �m��¶§|����¿����¶�|6���8��¶§|�~!��~�����|����}�+~��Ô��¶�|��O·¸���
q
∑

i=1

bi = 1

� ¶§�@�@�®¶�|¨Â¸�/��|¸�j���¦���®Â�¶§�/�	À$¶§| � yn,i = yn
��¶���~�·¸���

h = 0
½$Á}�¦������~	À.~!�

f
�	~��

~!���µ~!�§�@�m�	|¸�µ�!���§���/� �	�!��À����/¶§��~;�'� ����� �	~;�/�B�!����¶§� ���@�®���+~@ÆÇ¶§|y���!�/¶§|y~µ�/�m�������I���!�+~�À.���+~
yn,i~!¶§|¸�#���	~QÆÇ¶�|�������¶�|�~F�����§����� �����	~F���

yn

�I�Ô���
h
½y{}|B��|B���	�����¿�h·����

yn,i = yn +
¶
(1)

Á}�Ô���/��~	À�¶�|µ�
tn,i = tn +

¶
(1)
½§�$|j�/| ���	�I����|¸�F�I�	~.�������@���	Â§�	��¶����y�	�@��|¸��~.����|�~.��� �+·��y���!�/¶§|

����Ó�|���~!~���|¸�
yn,i

À�¶§|6¶§Ã��!�/��|¸�

yn,i = yn + h
q
∑

i=1

ai,jf(tn +
¶
(1) , yn +

¶
(1))
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Î �BÆÇ¶§|��I�!�/¶§|
f
�����§|��m��|��_ÆÇ¶§|��I�!�/¶§|ª��¶§|¸�!�/|����j���6~��+~Ä������� Â������/�§Ã��/�	~	À=¶§|ª��|ª���+�������	ÀT��|

��¶§�@�y¶¸~!�§|¸�Q�/�	~#����Â§�	��¶����¤���@��|¸��~Q�/���@���!�+~

yn,i = yn + h
q
∑

j=1

ai,j(f(tn, yn) +
¶
(1)) = yn + h

q
∑

j=1

ai,jf(tn, yn) +
¶
(h)

{}|B�@���/|�~��'��|B����Â§�	��¶����¤���@��|¸�����/�@�¿��� �m��� ¶§�������
1
���

yn,i

½

��|;�����/| ���	�I����|¸� �O|�¶§��Â��	���@�/�Ô���	Â§���/¶§���y�	�m�	|¸�����/�@�¿���}���§|�~���� �+·��y���!�/¶§|µ���IÓ�|���~�~!�§|��
yn,i

À§¶§|;�¤�����.¶§Ã��!��|�������|µ����Â����/¶§���¤���@��|¸�$�/�/�m���!� �O|v� ���@�¤¶§�!�!�Ô·¸���	��¶§�������#���
yn,i

½
� �v~����m� ����~��!�8���O·¸���	�/·¸���+~ �����/¶�~F���O���§�����	�	À�·¸���	�/·¸���+~Q�����!���	~��'� ��|y�I���h���#�'� ��|6�¤���
���j�y���!�/��|y�I�§½TÕ#�6����~Å¶���Ã��/���	�Ä���6Ãy¶������;ÆÇ������~ �����j��� �	���=ÀY����~Ä���_��� �	|��I����� �O�I�;���
~�� ���/�/�m�	|¸�!���F����������� �������@�	|��+½

� �vÂ��/��|¸�#���/¶§��~

yn+1 = yn + h
q
∑

i=1

bif

(

tn + cih, yn + h
q
∑

j=1

ai,jf(tn, yn) +
¶
(h)

)

= yn + h
q
∑

i=1

bi

[

f(tn, yn)

+

(

∂f

∂t
(tn, yn),

∂f

∂y
(tn, yn)

)

·

(

cih, h
q
∑

j=1

ai,jf(tn, yn)

)

+
¶
(h)

]

= yn + h

(

q
∑

i=1

bi

)

f(tn, yn) + h2

(

q
∑

i=1

bici

)

∂f

∂t
(tn, yn)

+h2

(

q
∑

i=1

bi
q
∑

j=1

ai,j

)

f(tn, yn)
∂f

∂y
(tn, yn) +

¶ (
h2
)

� ¶§���F·¸���O�/�8~!�������;�Ä~!¶§���#�'� ¶§�����!� � À��/�»Æ(�����Ô·����O����������|��/��������Â����/¶§���¤���@�	|��#��¶§���!�+~��¤¶§|����
�§�_�����@�8���	Â§�	��¶����y�	�@��|¸� �Ä��� ¶§�����!� � ���O���;~�¶���������¶�|_�����§�����h���

{

y′(t) = f(t, y(t))
y(tn) = yn

� ¶��m�@�O¶§|6��� �;����� �mÂ¸�L���+~F�@���/���/����~����OÆÇ¶��/~

y(tn+1) = yn + hf(tn, yn) +
h2

2

(

∂f

∂t
(tn, yn) + f(tn, yn)

∂f

∂y
(tn, yn)

)

+
¶ (
h2
)

{}|6��|L���+�������Ô·����h�/�8~��������;�m�	~��#�'� ¶������!� � ~��'���Ô~��	���/���@��|¸�Ô~!�






























q
∑

i=1

bi = 1

q
∑

i=1

bici =
1

2
q
∑

i=1

bi
q
∑

j=1

ai,j =
1

2

�vx/  ÁÄ� ����� �	~F�/�	~#·¸���+~�����¶�|�~F�����	���	���	|����	~	À����8~������	�@�m�+~��#�I¶�|�~!�/~����§|��+À��I�Ô�'� ¶§������� � ½ � �v�+~��
�����@�8�'� ¶§������� � À��;����~ �I� �§�v�/�����	�@�m�8�������O�@¶§|¸�!�������§½
� % 
Ñ�h����)����
��I����
8��
����;ß����h�(
Ñ��
���¦ & ����
O×����,� à ��
Ä��
�� & ��Ô*�
Ä�	� 
�
+����
�� Þ Û �6�����
}��
���ß����������� �Ñ� & ���+
������ �=�	�� �����}��� �=��h�� ������#�QáQ+�hß����v*�� & �(*��(
��QáQ�Ñ���*+��
�� Þ



������� �	��
���������������
�����������
� !�#"�
���
$��������

%'& �(�(��)��$*+
��,�.-/
��������
�0 1 �

�vx/�¤x�Ê {}|6�!�	������|��_���+~F|�¶���������¶�|�~��������m·¸���+~�����¶�|
(3.c)

½�¾Ô��¶���~

‖F(Y) − F(Z)‖∞ = ‖hA











f(tn,1, yn,1)
f(tn,2, yn,2)½½½
f(tn,q, yn,q)











− hA











f(tn,1, zn,1)
f(tn,2, zn,2)½½½
f(tn,q, zn,q)











‖∞

6 h‖A‖∞

w

w

w

w

w

w

w

w

w











f(tn,1, yn,1)
f(tn,2, yn,2)½½½
f(tn,q , yn,q)











−











f(tn,1, zn,1)
f(tn,2, zn,2)½½½
f(tn,q, zn,q)











w

w

w

w

w

w

w

w

w

∞
6 h‖A‖∞ sup

16i6q

|f(tn,i, yn,i) − f(tn,i, zn,i)|

6 h‖A‖∞L sup
16i6q

|yn,i − zn,i|

6 hL‖A‖∞‖Y − Z‖∞

¶�|;��|j���+�������Q·¸���h~�¶���~����8�I¶�|������!�/¶§|
hL‖A‖∞

À¸���OÆÇ¶§|��I�!�/¶§|
F
�+~��F�I¶§|¸�����������§|¸�!�§À���¶§|��#���/���

�����@�I����|B��|���·¸�����y¶���|¸��Ó�����½
{}|¦~!�m��¶§|�|��m�������B�����	�/~

y
�I�
z
À¤�I�h��|®�����@��~

t
½ � ¶§���

h
�!�	�T·¸���

hL‖A‖∞ < 1
½»¾#���

�����	�/~
y
���
z
¶§|B�§~�~�¶��I�/�h���+~#~����¿���	~����������	�/~

yi
���
zi
�!����~#·¸���

1 6 i 6 q
À���Â��	�

∀1 6 i 6 q yi = y + h
q
∑

j=1

ai,jf(tj , yj)

���
∀1 6 i 6 q zi = z + h

q
∑

j=1

ai,jf(tj , zj)

� �
Φ
�	~��h����Ó�|��/�Å�I¶��@�m���;���µ·¸���	~��!�/¶§|

(3.b)
À¤�§��¶���~	À��	|L���!�/����~���|¸�}��� �/|��������/���!�����!����|����������/�!�

���#���hÆ(�����Ô·¸���
f
�+~��

L
�����/��~��������
	��/��|�|��O�������������¤¶§�!� �@~!�@~!�	�I¶�|����OÂ������/�§Ã��/�§À�¶§|6¶§Ã������	|¸�

|Φ(t, y, h) − Φ(t, z, h)| 6

(

q
∑

i=1

|bi|

)

L sup
16i6q

|yi − zi|

� �'���	~��!� �Ä�!��¶§��Â����Q��|����/|����¸���/�¿���h~!���
|yi − zi|

½��$|6���!�/����~!�§|¸�F�/�	~��������j�����§�����!�+~Q���IÓ�|���~�~!�§|��
�/�	~�~!�����!�	~

yi

�I�
zi

À�¶�|L�

yi − zi = y − z + h
q
∑

i=1

ai,j

(

f(t, yj) − f(t, zj)
)

��|_�!��Æ(����~!�§|¸�.�I�������!�	�@��|¸�.���8�����@�O����¶�~!�}·¸���h�I�O·¸�v� ¶�|j�ÅÆ(�����Q�¤¶§���Q�@¶§|¸�!�����Q·¸���
F
�����§�¿�

��¶§|¸�!���§�I����|¸���§À�¶§|6¶§Ã������	|¸�

‖Y − Z‖ 6 |y − z| + h‖A‖∞L‖Y − Z‖

¶��¼¶�| �6|�¶§�!�
Y
���

Z
�/�	~�Â��	����������~O���

R
q ���;�I¶�¶�����¶�|�|��	�	~h�!�+~��¤�	�I�!�/Â§�+~ yi

�I�
zi

½�{}| ��|
���+�������Ô·¸����~��

h 6 h? À�¶�� h? �+~��������=·¸��� h?L‖A‖∞ < 1
À�¶�|_¶�Ã��!�/��|¸�

‖Y − Z‖ 6
1

1 − h?L‖A‖∞
|y − z|

{}|B��Ã¤¶§�����¿��Óy|����/���@��|¸� �

|Φ(t, y, h) − Φ(t, z, h)| 6

(

q
∑

i=1

|bi|

)

6
L

1 − h?L‖A‖∞
|y − z|
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Φ
�I�Ô�I¶�|¸�!���§������|¸�!��À��I�8·¸���v�§~�~!���!�O·¸�������Ä�@���!��¶������+~��Ô~����§Ã�����½

�vx/�¤x�Ê(Ê � |¹���+~@�I¶§��¶§�/�����/�!�+~8��� �!���	¶§� ���@�6���ª�¤¶§�/|��@Ó����6|�¶§�y~m��~!~!�����j·¸���L~��F��� ��|��6���	~
���!�	�!�	�	~����

F
�	~��.��¶§|¸�!���§�I����|¸���§À����/¶§��~

F
�����@�I�$��|m�¤¶§�/|¸��Ó����§½ � ��¶�|;�¿� �����

n
ÆÇ¶§��~���� ��|������§�����!�

���!¶���Â§�	� �m���m·¸���+~�����¶�|
(3.e.i)

À�¶�|_¶�Ã��!�/��|¸�

‖Fn(Y) − Fn(Z)‖∞ 6 hnLn‖ |A|
n
‖∞‖Y − Z‖∞

¶��
|A|

�	~������}�@���!���/���.��¶�|¸���/�	~T�I¶�� �;�����	|¸��~T~�¶�|¸�Y�/�	~
|ai,j |

½�{}��¶§|m~!�§�¿�T·¸���Q~!�
hnLnρ(|A|) <

1
À����/¶§��~

lim
n→+∞

hnLn‖ |A|
n
‖∞ = 0

¶�|¨��| ���+�������B·¸�v� �/�}������~��!�
n0

�!����·¸���
hn0Ln0‖ |A|

n0 ‖∞ < 1
À.�I�B�y¶����_���

n0
À

F
�+~��

��¶§|¸�!���§�I����|¸���§½
��|;�����	���!�	|���|¸�T�/�O���	�;���������Q�����/�O·¸���	~��!�/¶§|m�����	���	���	|����§À��;����~T��|@������|y��|¸�����	~TÂ����/������~

�§Ã�~�¶������	~Q���/�����§�Ô·����8�������	�I�!�	�m�	|¸�����	~F|�¶��!�@�	~	À�¶§|B�

|Y − Z| 6 |y − z|1 + h?L |A| |Y − Z|

¶��
 6 �

~�� �§|��¿Ó��B·¸���L�����§����|��B���	~@��¶§�@�y¶¸~!�§|¸�!�6�	~��@�/|�ÆÇ�	�!�/�������§ÀT���
|Y|

�	~��@�/�BÂ§�+���!�	���
� �¸��|¸�Q�¤¶§���#�I¶§�@�¤¶�~���|¸�!�+~

|yi|
½���|B�¿��������|¸�#�I�I�!�!���/|����¸���/�¿���§À�¶�|6¶�Ã��!�/��|¸�

∀n ∈ N |Y − Z| 6

(

n
∑

i=0

h?nLn |A|
n

)

1 + h?n+1Ln+1 |A|
n+1

|Y − Z|

� �����!�8������|�� �	�!�O~!¶§�@�@�O��¶§|�Â§�	�
���h~!� h?Lρ(|A|) 6 1
À��'� ¶ �

|Y − Z| 6 (Id −h?L |A|)−1 |y − z|1

~!¶§���
‖Y − Z‖∞ 6 ‖(Id −h?LA)−1‖∞ |y − z|

���Y¶§|����!¶���Â§���§��¶���~	À����.�/�����	�m�.�;��|�� �����$·¸�v� ���/�}·¸���	~��!�/¶§|������	���	���	|¸�!�§À+·¸���
y 7→ Φ(t, y, h)�+~����/����~��������
		���	|�|��§½
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� ��Í z����'���BÉ	�Y�j�(��É�� ¢���Í �Y����ÉÄ �� � z��v�(¢y�
{}|®�������¤���/���Ä���+~}���¿º»������|¸�!�+~#ÆÇ¶��!�Ä���/�	~Ô��� ��� ����¶����(��Â��	���/�	~}���¸�¤¶������	~!�	~h���Ä�!���§��	
�/�§�!���!��~!���

f
�

• � ¢���Í �Y���L Y� � z��v��¢�� �
	�¢y��£
	
� �=�/�ÄÆÇ¶§|y���!�/¶§|

f
�	~��Ô�����I���§~�~��

C n À����/¶§��~

f(x+ h) = f(x) + Df(x)[h] + · · · +
1

n!
D(n)f(x)[h, h, . . . , h] +

¶
(‖h‖n)

� �=�/�ÄÆÇ¶§|y���!�/¶§|B�+~��
C n+1 À����/¶§��~

f(x+h) = f(x)+Df(x)[h]+ · · ·+
1

n!
D(n)f(x)[h, h, . . . , h]+O

(

‖h‖n+1
)

• � ¢���Í �Y���L Y� � z��v��¢�� � �$z 	y��z�£ 	y�
� �����jÆÇ¶§|��I�!�/¶§|

f
�	~��O���@�I���§~�~!�

C n+1 À»�I�8·¸���Ä���6��������Â���� (n + 1) ���� ��� f�+~��#Ã¤¶§��|����O���§����|B�!�	���
Mn+1

À��§��¶���~
∣

∣

∣f(x+ h) − f(x) − Df(x)[h]−

· · · −
1

n!
D(n)f(x)[h, h, . . . , h]

∣

∣

∣ 6
‖h‖n+1Mn+1

(n+ 1)!

������|�~m�/�_�	�§~
n = 0

À���� �/|����¸���/�¿���_��� �Y� ���/¶§� � Î � �§����| �§�m�	~��Ä��� �/|����¸���/�¿���_���+~
�����I��¶§��~�~��	�m�	|¸��~.Ó�|���~ �

ÁÅ� �����!���m�y���!�	Àv���	���®ÆÇ¶§���Å�����+~���� �Y� ���/¶§��~�¶�|¸��~!�¤�	�I��Óy·¸���+~������®ÆÇ¶�|�������¶�|�~��'� ��|��
~��	���/�hÂ��§�!����Ã��/�

• � ¢���Í �Y���µ Y� � z��v�(¢y� �
�Xz�¥ �.z��=��Ê�£ � �¤����ÆÇ¶§|y���!�/¶§|
f
�+~��.���}�I���§~�~!�

C n+1�§��¶���~Q�/�v�I����~����
θ
���§|�~

[ 0 ; 1 ]
�!�	�=·¸���

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + · · · +
hnf (n)(x)

n!
+
hn+1f (n+1)(x+ θh)

(n+ 1)!

������|�~F�/�O���§~
n = 0

À¸���ÅÆÇ¶§���Å���/�h��� ��� ����¶�� � �®�§� Î �������/|j|v� �	~��#�������!�O·¸���}�/�
������¶��
�	�m�����+~#�§�	�I��¶§��~!~!���@�	|���~�Óy|��/~ �

• � ¢���Í �Y���L Y� � z��v��¢��6z��¤��¥L���¸É	¡	�LÊ�£»¡	Ì 	y��z��

f(x+h) = f(x)+hf ′(x)+· · ·+
hnf (n)(x)

n!
+

∫ x+h

x

f (n+1)(t)

n!
(x+h−t)ndt

�����;�§��·¸��¶�|�~���|�Ó�|@·¸�v� �����§�!���/Â§�.·¸�v� ¶§|@������Ãy�+~�¶���|;�'� ��|m�!�+~��������Q� �¸�¤� �®��� Î �������/|
¶§� �'� ��|¼���	~��!�m�/|����������§��À»�;����~���Â§�+�Å���+~hÆÇ¶§|��I�!�/¶§|�~����@���/��~!���	����~}Â��§�!����Ã��/�	~	½'Á}�§|�~
�I������~�À�¶�|_���!�/����~������ÄÆÇ¶§|��I�!�/¶§|

ϕ : t 7→ f(x+ th)

�Ç¶��
t
�	~��.��|j��������À¸�I�

x
���
h
��¶§|¸�F���	~.Â§�+���!�	����~ �$·����¤�+~��QÃ��/��|j��|��#ÆÇ¶�|�������¶�|_�'� ��|��
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~��	���/��Â������/�§Ã�����À��Ô�/��·������/����¶�|8�¤�����T�������/��·������=�/�	~=ÆÇ¶§���Å�����+~=��� �Y� ���/¶§� ���®��� Î �������/|
¶§� �Y� ���/¶§����Â§�+�Ô���	~��!�O�/|¸�!�������§��½

�=x/z {}| �������/�/~!� �/� ÆÇ¶§���Å���/�¼��� �Y� ���/¶§� �®�§� Î �����!�/| � ��� ¶§�����!� � ��Ó�| ��� �;� ��¶§�����j�/�
�������@� �����}�	�!�������#�����I¶§|y~���~�����|���� �

∃θ ∈ [ 0 ; 1 ] y(t1) = y(0) + hy′(0) +
h2

2
y′′(θh)

�'� ¶ �
E0 =

y(t1) − y(0)

h
− f(0, y(0))

=
y(t1) − y(0)

h
− y′(0)

= y′(0) +
h

2
y′′(θh) − y′(0)

E0 =
h

2
y′′(θh)

{}|6��|L���+�������Ô·����

|E0| 6
M2h

2� ¶§���$�;� ��¶��!�	���/�Ä��������� ���@�}�����!�	���.���h�I¶�|�~���~�����|y�I�§À�¶§|;�������/��~��h�/��ÆÇ¶§���Å���/�}��� �Y� ���/¶§� ���®���
Î ��������| �m��� ¶§������� � À��'� ��|������§������|

tn+1
À����Ô�'� �§���!���O�����!����|

tn−1

∃θ1 ∈ [ 0 ; 1 ] y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) +

h3

6
y(3)(tn + θ1h)

∃θ2 ∈ [ 0 ; 1 ] y(tn−1) = y(tn) − hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) −

h3

6
y(3)(tn − θ2h)

��¶�|��

∃θ1, θ2 y(tn+1) − y(tn−1) = 2hy′(tn) +
h3

6

(

y(3)(tn + θ1h) + y(3)(tn − θ2h)
)

�'� ¶ �
En =

y(tn+1) − y(tn−1)

h
− 2f(tn, y(tn))

=
y(tn+1) − y(tn−1)

h
− 2y′(tn)

=2y′(tn) +
h2

6

(

y(3)(tn + θ1h) + y(3)(tn − θ2h)
)

− 2y′(tn)

En =
h2

6

(

y(3)(tn + θ1h) + y(3)(tn − θ2h)
)

�/�vÂ����	|¸���§��¶���~
|En| 6

M3h
2

3

�=x�� Î �@~������!�
θn

Â§�	�!��Ó��

∀n > 1 θn+1 6 θn−1 + 2βθn + αn

�L¶�|¸�!��¶§|�~Q���Ä���!¶����!�/�I���
P(n)

~!����Â��§|����O���������	�����!����|y�I�}~!���
n

P(n)
�
 ∀n > 2 θn 6 e (n−1)β

√

θ20 + θ21 +
n−1
∑

i=1

αie
(n−1−i)β �
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• � £YÊ(¡	Ê(z��(Ê(É+z�¡+Ê(¢¤£ª{}|®�I¶§�@�@��|y�I�8���§�#Â§�	�!��Ó��	�Ô·¸���8���;����¶§���������!���+~��ÔÂ������/���y¶���� n = 2
���

n = 3
½yÁ}�§|�~F���8�	�§~Q¶ �

n = 2
À�¶�|BÂ§�����F�@¶�|����!�	��·����

θ2 6 eβ

√

θ20 + θ21 + α1

��|B�������/��~!�§|��#��� ��|������§�����!����� � ���y��� � � � ���	�Q�§�
	�À§¶§|L�

θ0 + 2βθ1 =

(

θ0
θ1

)

·

(

1
2β

)

6

w

w

w

w

(

θ0
θ1

)w

w

w

w

2

w

w

w

w

(

1
2β

)w

w

w

w

2

=
√

θ20 + θ21

√

1 + 4β2

� ���#�§���/�/������~�À���¶§�@�@�
β 6 1

À�¶�|6�
β2 6 β

À�~!¶§���

1 + 4β2 6 1 + 2β + 2β2

6 1 + 2β +
(2β)2

2
6 e 2β

�'� ¶ �
θ2 6 eβ

√

θ20 + θ21 + α1

���O·¸���=���!¶���Â§�
P(2)

½
�L¶�|¸�!��¶§|�~ �m�����	~!��|¸�

P(3)
½ � ���F�����y¶§�!���+~��8~!�������m~!�����!�

θn

À�¶�|B�

θ3 6 θ1 + 2βθ2 + α2

���
θ2 6 θ0 + 2βθ1 + α1

~!¶§���
θ3 6 2βθ0 + (1 + 4β2)θ1 + 2βα1 + α2

��|B�������/��~!�§|�� �m|�¶���Â§�+���_��� ��|������§�����!����� � �§������� � � ���	�F��� 	§À§¶�|j���!¶���Â§�

2βθ0 + (1 + 4β2)θ1 6
√

4β2 + (1 + 4β2)2
√

θ20 + θ21

�®� ��¶§��¶§|�~.�/�O�!�����@�O��|B�y�	�6Ã�� 	+�����!�O·¸���v�	~��Ô~!¶§��~Q���@�����I�/|��

4β2 + (1 + 4β2)2 =1 + 12β2 + 16β4

6 1 + (4β + 8β2) + 16β4

6 1 + 4β +
(4β)2

2
+ 16β4

� ¶§�����������	�!|��/���F�������@�§À�¶�|_�������/��~����/�hÆ(�����Ô·����

16β4 =
96

6
β4

6
128

6
β4

6
64

6
β3 +

64

6
β4 =

(4β)3

6
+

(4β)4

24
¶�|6�@��¶�|��h�m¶�|¸�!���O·¸���

4β2 + (1 + 4β2)2 6 1 + 4β +
(4β)2

2
+

(4β)3

6
+

(4β)4

24
6 e 4β

��¶�|��
2βθ0 + (1 + 4β2)θ1 6 e 2β

√

θ20 + θ21
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��|�Ó�|vÀ��	|6���!�/����~!�§|¸�#���hÆ(�����Ô·¸���
β 6 1

À����vÂ��/��|¸�
2β 6 1 + β 6 e β À��v� ¶��

θ3 6 e 2β

√

θ20 + θ21 + eβα1 + α2

���O·¸���=���!¶���Â§�
P(3)

½

• � Ì¸��Ì� �ÊÇ¡+Ì �®¶§|¸�!��¶§|�~ �_�����	~!��|¸�O·¸���
P(n − 1)

�I�
P(n)

�/�m������·¸����|¸�
P(n + 1)

½ � ���
�����y¶§�!���+~����������	�������!�	|��I��À�¶�|B�m�/�	~����	���_�/|��������/���!�	~�~!���/Â���|¸�!�+~

θn−1 6 e (n−2)β
√

θ20 + θ21 +
n−2
∑

i=1

αie
(n−2−i)β

���
θn 6 e (n−1)β

√

θ20 + θ21 +
n−1
∑

i=1

αie
(n−1−i)β

�	|_�/| ���	�I���§|��Ô���	~����	���_�/|��������/���!�	~�����|�~F��� �/|��������/���!��~�����Â���|¸���

θn+1 6 θn−1 + 2βθn + αn

¶�|_¶�Ã��!�/��|¸�

θn+1 6 e (n−2)β
√

θ20 + θ21 +
n−2
∑

i=1

αie
(n−2−i)β

+2β

(

e (n−1)β
√

θ20 + θ21 +
n−1
∑

i=1

αie
(n−1−i)β

)

+ αn

��|B�������!¶�������|¸�Q���+~F�!�	�!�@�	~	À��/�vÂ����	|��

θn+1 6 e (n−2)β(1 + 2βeβ)
√

θ20 + θ21 +
n−2
∑

i=1

αi(1 + 2βeβ)e (n−2−i)β + 2βαn−1 + αn

¾#Ó�|L���8�����@¶�|����!�	�
P(n+ 1)

À��/�v��������
��FÃy¶�|B�����m¶�|¸�!�����F��� �/|����¸���/�¿���

1 + 2βeβ
6 e 2β

� ¶�~!¶§|y~
ϕ : β ∈ R 7→ e 2β − 2βeβ − 1

À¤�I�����!�����/¶§|y~h���I�!�!�ÄÆÇ¶§|��I�!�/¶§|v½»���/���@�+~������@�I���§~�~��
C 1 À��I�

∀β ∈ R ϕ′(β) = 2eβ(eβ − 1 − β)
¶��Q¶�|L~!�§�¿�#·¸���

eβ > 1 + β
À���¶§|��

ϕ′ > 0
½y{}|6��|L���+�������Ô·����

ϕ(β) > ϕ(0) = 0
½

{}|6¶§Ã������	|¸�Ô���/|�~��

θn+1 6 enβ

√

θ20 + θ21 +
n−2
∑

i=1

αie
(n−i)β + 2βαn−1 + αn

�	|�Ó�|vÀ��	|_���!�/����~!�§|¸� �Ä|�¶§��Â��	���
2β 6 1 + β 6 e β À

θn+1 6 enβ

√

θ20 + θ21 +
n−2
∑

i=1

αie
(n−i)β + eβαn−1 + αn

~!¶§���
θn+1 6 enβ

√

θ20 + θ21 +
n
∑

i=1

αie
(n−i)β

���O·¸���Y�§�����	Â§�h�/�m��������Â��§½
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�=x/¥ � �§�F���IÓ�|����!�/¶§|L���L~��������;��À�¶§|B�Ä��� �����§�����!�

yn+1 = yn−1 + 2hf(tn, yn)

���#����������Ó�|����!�/¶§|L������� �	�!�����������8��¶§|�~!��~�����|����

y(tn+1) = y(tn−1) + 2hf(tn, y(tn)) + hEn

~!¶§���

y(tn+1) − yn+1 = y(tn−1) − yn−1 + 2h(f(tn, y(tn)) − f(tn, yn)) + hEn

�'� ¶ �

|y(tn+1) − yn+1| 6 |y(tn−1) − yn−1| + 2h |f(tn, y(tn)) − f(tn, yn)| + h |En|

�	|_�������/��~!�§|��#�/�OÆ(�����#·¸���
f
�+~��#�/���y~!�������
		���	|�|��O���§�����§���y¶���� �@~��m��������� ���@�OÂ��§�!����Ã�����À

|y(tn+1) − yn+1| 6 |y(tn−1) − yn−1| + 2hL |y(tn) − yn| + h |En|

�	|_�¤¶�~���|¸�
en = |y(tn) − yn|

À
β = hL

À��I�
αn = h |En|

À�¶§|6¶§Ã��!�/��|¸�#��� �/|����¸���/�¿���

en+1 6 en−1 + 2βen + αn

·¸���#�+~�� �(¶§� �@�����§������� �Ä��� �/|����¸���/�¿���B·¸���L��� ¶§|¨�¼�!¶§�!�!���!�	� � ��� ·����	~��!�/¶§| �����	�I�+����|¸���§½ � ���
�§���/���	����~�À������Q���IÓ�|��¿����¶�|j���_~������	�@��À

y(0) = y0
À¸��¶§|��

e0 = 0
½¸ÁÔ�h���/��~�À¸���§�.����Ó�|����!�/¶§|vÀ¸¶§|

�
y1 = y0 + hf(0, y0)

���
y(t1) = y0 + hf(0, y0) + hE0�'� ¶ �

e1 6 hE0

��|B�������/��~!�§|��#���@·¸���	~��!�/¶§|
(b)
À����=Â¸�/��|¸�

∀n en 6 e (n−1)βhE0 +
n−1
∑

i=1

αie
(n−1−i)β

� �'���	~��!���;~!���@���/�¿Óy�������m������|�� �	�!��~!¶§�@�@�

n−1
∑

i=1

αie
(n−1−i)β =

n−1
∑

i=1

h |Ei| e
(n−1−i)β

6
n−1
∑

i=1

h
M3h

2

3
e (n−1−i)β

6
M3h

3

3

n−1
∑

i=1

e (n−1−i)β

6
M3h

3

3

e (n−1)β − 1

eβ − 1
�	|_�������/��~!�§|��

eβ > 1 + β
À�¶§|B�

β

eβ − 1
6 1

�'� ¶ �
n−1
∑

i=1

αie
(n−1−i)β 6

M3h
3

3

e (n−1)β − 1

β
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� ���/~�¶�|_���!�/����~������ �I�������	~�~��/¶§|6���
β
�

n−1
∑

i=1

αie
(n−1−i)β 6

M3h
2

3

e (n−1)β − 1

L

���#��|�Ó�|=À�¶§|6���!�/�/�/~!�
tn 6 T

À��I�8·¸���'�/�@������·¸���

nβ = nhL 6 NhL = TL

�¤¶§���#�§Ãy¶����!�/� �

en 6 eLT M2h
2

2
+

M3h
2

3

eLT − 1

L
=

(

eLT M2

2
+

M3

3

eLT − 1

L

)

h2 = Ch2

�=x/  {}|B���	Â§���/¶§���y�8���I�����hÆÇ¶§��~ ���I�
y(tn+1)

�I�
y(tn−1)

�Ä��� ¶§�����!� �

y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) +

h3

6
y(3)(tn) +

h4

24
y(4)(tn) + O

(

h5
)

y(tn+1) = y(tn) − hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) −

h3

6
y(3)(tn) +

h4

24
y(4)(tn) + O

(

h5
)

�'� ¶ �
y(tn+1) − y(tn−1) = 2hy′(tn) +

h3

3
y(3)(tn) + O

(

h5
)

¶��_�	|��I¶��!�

y(tn+1) − y(tn−1) = 2hf(tn, y(tn)) +
h3

3
y(3)(tn) + O

(

h5
)

� ���#�§���/�/������~�À��/�8~!�������;�@��¶§|�|��h��� �����§�����!�

yn+1 − yn−1 = 2hf(tn, yn)

��|L��¶§�ÅÃ���|��§|¸�F�/�	~��������B������|�� �����}�������/���!�	~	À�¶§|B��Ã¤¶§���!��� �

en+1 − en−1 = −2h(f(tn, yn) − f(tn, y(tn))) +
h3

3
y(3)(tn) + O

(

h5
)

� ¶§�����m¶�|¸�!�����F��� ���¸���/�¿���������;��|y������À����v���	~��!���m�@¶§|¸�!�����#·¸���

2h(f(tn, yn) − f(tn, y(tn))) = 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn)) + O

(

h5
)

� ¶§���Ô�I�	�/��À�¶§|®�§�����/�/·¸���8��� ��|������§�����!�8��� �Y� ���/¶§� � Î � �§����|���� �;���mÆÇ¶§|��I�!�/¶§|
y 7→ f(tn, y)

À¤���
Â�¶§��~��/|�� ���}���B�¤¶§�/|¸�

y(tn)
½

∣

∣

∣

∣

f(tn, yn) − f(tn, y(tn)) −
∂f

∂y
(tn, y(tn))en

∣

∣

∣

∣

6 max
t∈[ 0 ;T ]

∣

∣

∣

∣

∂f

∂y
(t, y(t))

∣

∣

∣

∣

e2n
2

� ¶��m�@�O¶§|6��� �m�@¶§|¸�!�����m�/�@·¸���	~��!�/¶§|6�����	���	���	|����§À�¶�|6� |en| 6 Ch2 À���¶§|�� |en|
2

6 C2h4 ½{}|6Â����	|��Ô��¶§|��O�����@¶§|¸���!�	�F·¸���

f(tn, yn) = f(tn, y(tn)) +
∂f

∂y
(tn, y(tn)) + O

(

h4
)
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~!¶§���
hf(tn, yn) = hf(tn, y(tn)) + h

∂f

∂y
(tn, y(tn)) + O

(

h5
)

���/|����/���@��|¸�+À���|B����~!~!���ÄÃ�����|¸�Q�/�	~F�@¶������	�����»À�¶�|6�§�!����Â�� �(��|�Óy| � �

en+1 − en−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))en = y(3)(tn) + O

(

h5
)

�=x/� � ¶������/�	~F�������@�/����~Q�!�����@�	~ �

w0 = y(t0) − y0 − h2φ(0) = 0

w1 = y(t1) − y1 − h2ψ(t1)
= y(t1) − y0 − hf(0, y0) − h2ψ(t1)

=

(

y(t1) − y0 − hy′(0) −
h2

2
y′′(0) −

h3

6
y(3)(0)

)

+h2

(

1

2
y′′(0) +

h

6
y(3)(0) − ψ(t1)

)

�'� �����
�+~.��� ��|������§�����!��������� ����¶�� � Î � �����§|��§��À§����������·¸�������m���ÅÆÇ¶�|�������¶�|
y
À��m��� ¶������!� �

∣

∣

∣

∣

y(t1) − y0 − hy′(0) −
h2

2
y′′(0) −

h3

6
y(3)(0)

∣

∣

∣

∣

6
M4h

4

24� ���#�§���/�/������~�À���� �/|��������/���!��������� �¸�/¶§� � Î � �����§|��§�#�§�����/�/·¸���	� �
ψ
�m��� ¶�������� � ��¶§|�|��

|ψ(t1) − ψ(t0) − hψ′(t0)| 6
‖ψ′′‖∞h

2

2���Ô�'� �§��� �	~Q��� ��|�¶§|����

ψ(0) =
1

2
y′′(0)

�I�
ψ′(0) =

∂f

∂y
(0, y0)φ(0) +

1

6
y(3)(0) =

1

6
y(3)(0)

���/|����/���@��|¸�
|w1| 6

(

M4

24
+

‖ψ′′‖∞
2

)

h4 = c1h
4

ÕÔ¶��!¶�|�~
ζn
���#�����	��������� �

φ(tn)
~��
n
�	~��$�����/�+À§�I�Q���¸��� �

ψ(tn)
~��
n
�	~��$���@���§���+½�{}|µ�Å���/|�~���À

�¤¶§���F��¶§���
n

wn = en − h2ζn{}|B�@���/¶§��~

wn+1 − wn−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))wn = en+1 − h2ζn+1 − en−1 + h2ζn−1

−2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))(en − h2ζn)

= en+1 − en−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))en

−h2(ζn+1 − ζn−1) + 2h3∂f

∂y
(tn, y(tn))ζn

=
h3

3
y(3)(tn) + O

(

h5
)

−h2(ζn+1 − ζn−1) + 2h3∂f

∂y
(tn, y(tn))ζn

wn+1 − wn−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))wn =

h3

3
y(3)(tn) + O

(

h5
)

−h2

(

ζn+1 − ζn−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))ζn

)
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Á}��Â����/¶§���¤¶§|�~ �m�����	~!��|¸���/�}�������@�8�I¶§|¸����|��§|��F�/�	~
ζn
½

• � Ê n ��É	¡Ä�Tz�Ê(�Ä���/¶§��~ n+ 1
�I�
n− 1

~!¶§|¸�����@���§����~�À�¶�|6�@�§��|�~!�

ζn+1 − ζn−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))ζn =ψ(tn+1) − ψ(tn−1) − 2h

∂f

∂y
(tn, y(tn))φ(tn)

{}|B����Â����/¶§���¤�
ψ(tn+1)

�I�
ψ(tn−1)

ψ(tn+1) = ψ(tn) + hψ′(tn) +
h2

2
ψ′′(tn) + O

(

h3
)

ψ(tn−1) = ψ(tn) − hψ′(tn) +
h2

2
ψ′′(tn) + O

(

h3
)

�'� ¶ �

ψ(tn+1) − ψ(tn−1) =2hψ′(tn) + O
(

h3
)

=2h

(

∂f

∂y
(tn, y(tn))φ(tn) +

1

6
y(3)(tn)

)

+ O
(

h3
)

~!¶§���
ζn+1 − ζn−1 − 2h

∂f

∂y
(tn, y(tn))ζn =

h

3
y(3)(tn) + O

(

h3
)

• � Ê n ��É	¡mÊ�Í �Tz�ÊÇ�8�§��¶���~ n+ 1
�I�
n− 1

~!¶§|¸�������/��~�À�¶�|6�@���/|�~!�

ζn+1 − ζn−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))ζn =φ(tn+1) − φ(tn−1) − 2h

∂f

∂y
(tn, y(tn))ψ(tn)

{}|B����Â����/¶§���¤�
φ(tn+1)

�I�
φ(tn−1)

φ(tn+1) = φ(tn) + hφ′(tn) +
h2

2
φ′′(tn) + O

(

h3
)

φ(tn−1) = φ(tn) − hφ′(tn) +
h2

2
φ′′(tn) + O

(

h3
)

�'� ¶ �

φ(tn+1) − φ(tn−1) = 2hφ′(tn) + O
(

h3
)

= 2h

(

∂f

∂y
(tn, y(tn))ψ(tn) +

1

6
y(3)(tn)

)

+ O
(

h3
)

~!¶§���
ζn+1 − ζn−1 − 2h

∂f

∂y
(tn, y(tn))ζn =

h

3
y(3)(tn) + O

(

h3
)

��| �!�	���!�	|���|¸�8�/�j���	Â§���/¶§���y�	�m�	|¸�m���µ��� ���!¶¸~!~!�;�I�������	~�~��/¶§| ��Â��	�@�/�	~
wn

À�¶§| ¶�Ã��!�/��|¸�
�§��¶���~

wn+1 − wn−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))wn =

h3

3
y(3)(tn) + O

(

h5
)

−h2

(

h

3
y(3)(tn) + O

(

h3
)

)

= O
(

h5
)
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¾Ô��|�~!��À����'�����/~��!�
C′ �����=·¸���

∣

∣

∣

∣

wn+1 − wn−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))wn

∣

∣

∣

∣

6 C′h5

�=x � Î �@·¸���	~��!�/¶§|6�����	�I�+����|¸���h|�¶§��~#��¶§|�|��

|wn+1|6

∣

∣

∣

∣

wn+1 − wn−1 − 2h
∂f

∂y
(tn, y(tn))wn

∣

∣

∣

∣

+ 2h

∣

∣

∣

∣

∂f

∂y
(tn, y(tn))wn

∣

∣

∣

∣

+ |wn−1|

6 |wn−1| + 2hL |wn| + C′h5

{}|µ���!�/����~��O���/¶§��~.��� ��|������§�����!�h���h�/�Ä·����	~��!�/¶§|
(b)
À��¤¶§���.�!��¶§��Â����F·¸���

wn = O
(

h4
) ½ � ¶��m�@�

wn =

{

en − h2φ(tn)
~!�
n
�	~��F�y���/�

en − h2ψ(tn)
~!�
n
�	~��F�/�@�����/�

{}|B�m��|6Æ(�����#����¶§��Â��h·¸���

e2n ∼ h2φ(t2n)
���

e2n+1 ∼ h2ψ(t2n+1)
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� c � ��g;e �¹u��8e.f��Oi ���8u@kml

{}|ª�������¤���/�/�_�/�	~@���	��� �!����¶§� ���@�+~Ä·¸�v� ���FÆ(�§���;~!��Â�¶§�/�mz��TÉ+¢y���YÍ ��£»¡j~!���@�/�	~m�@� 	
�!��¶����+~F�Å�����!�/����~�À��§� �+~�� �;���/���h�/�	~F�@���!��¶����+~#���O�/�mÆÇ¶��!�@�

yn+1 =
r
∑

i=0

αiyn−i +
r
∑

i=−1

βifn−i

��Â§�+�
fk = f(tk, yk)

½
È ¢y£�É	Ê�É�¡+z�£�¥§�L�¸¡;¢��� Y���L ���É;Í Ì¸¡	Ë�¢v ��¸ÉÄÍ¼���Ç¡+ÊÇ�Tz�É
� ¶§���

εn = y(tn+1) −
r
∑

i=0

αiy(tn−i) −
r
∑

i=−1

βif(tn−i, y(tn−i))

Î �F�@�I����¶������+~��Y���/~��!�$��¶§|�~!��~�����|¸�!���'� ¶§�������
p
~����y¶����'��¶§�����$~�¶������!�/¶§|�~����;~����@�@��|¸�

�!���§���/� �����}¶�|6�
|εn| 6 Khp+1 ½

� ¡+z��TÊ(�(Ê(¡	ÌL ���ÉmÍªÌ�¡+ËY¢= Y��ÉÅÍ ���Ç¡	Ê(��z�É� ¶§���
P
���O�¤¶§� ��| �§�@�

P(λ) = λr+1 −
r
∑

i=0

αiλ
r−i

� �Y�!¶§���!�	~Ô���+~Ô���§����|��	~#���
P
~!¶§|¸�}���Ä�m¶��������

6 1
Ày���h~!�=�/�	~}�����I�/|��	~Ô���Å�@¶������/�

1���
P
~�¶�|¸��~!�/�m�����+~�À��§��¶���~Q���Ä�@���!��¶������+~��Ô~����§Ã�����½

� �v¶�|6��¶§|�|��§�¿�#���	~����	���j������¶��
�	�m�+~�À��/�	~F�@���!��¶����+~��Å�����!�/����~�À��§� �+~��Ô��� �����!�+���v½

�'x/z Î � �m���!��¶����¦���!¶��y¶¸~��	�B�	~��µ���@���/�/���¿���§½�{}| ��¶§���j��¶§|��L�v� �§Ãy¶����¹Â§�	�!��Ó��	�µ·����
yn+1������~��!�O�I�#�+~�����|���·¸���§½ Î ���������

yn+1
�����y������
�����¶§�@�@�O��|B�y¶���|¸��Ó������������ÅÆÇ¶�|�������¶�|

Φ : y 7→
4

3
yn −

1

3
yn−1 +

2h

3
f(tn+1, y)

�¤¶§���#·¸���O�¤¶§�/|¸��Ó������I���/~��!�O���Ô~�¶��¿����|���·¸���§À����=~!���@�Ô·¸���
Φ
~!¶§���#�I¶�|�������������|¸�!�

|Φ(z) − Φ(y)|=
2h

3
|f(tn+1, z) − f(tn+1, y)|

6
2hL

3
|y − z|

�	���
f
�	~������/��~������¿� 	��/��|�|��§½={}|¦�	| ���+�������8·����m~!� 2hL

3
< 1

À'���/¶§��~
Φ
�	~��O��¶§|¸�!���§�I����|¸���§À¤�I�

yn+1
�	~��#Ã����	|L���IÓ�|���½

�L¶�|����!¶�|�~#·¸���Å���I�!�!�Å�@���!��¶����8�+~��h~�����Ã��/�§½¤ÁÅ� ����� �	~Ô���Ä�I¶§����~	À��/��~!���@�}·¸���8�/�	~Ô�����I�/|��	~
���L�¤¶§� ��| �§�@�

X2 −
4

3
X +

1

3

~�¶����	|¸���!¶§���!�	~Ô���8�@¶������/�8��|�ÆÇ�������	��� �
1
Ày�I�Ô·¸���8�/�	~#�����I�/|��	~

���O�@¶������/�
1
~�¶����	|��#~!���@���/�	~	½ � �O�¤¶§� �¸| �§�@�����L~��+�I¶§|y�_�����§�����Ä�¤¶§���#���/~��I���/�m�/|��§|��

∆ =
16

9
−

4

3
=

4

9
=

(

2

3

)2

���#���v�����@�I�Ô��¶�|��h�y¶����������I�/|��	~

r =

4

3
+−

2

3
2
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�§� �+~�� �@���/�!�
1
�I� 1

3

½ Î �m�@�I����¶������	~��#��¶§|���~����§Ã��/�§½

� ���	������¶�|�~��®�����	~!��|¸�Ä��� �����!�	���m���6��¶§|�~!�/~����§|��I�_�y¶����@���I�������m�/|��	�@~!�Q�/�¼�@�I�!��¶����_�+~����¶§|�~!�/~����§|¸�!�§À������/~��¤¶§���#���I�������m�/|��	�#~�¶�|_¶��������§½y{}|6�I�������/�8��¶§|y�

εn = y(tn+1) −
4

3
y(tn) +

1

3
y(tn−1) −

2h

3
f(tn+1, y(tn+1))

¶��
y
�	~��$~�¶������!�/¶§|@���#��� �+~������!�/¶§|@����º¤�	�!�	|������	���/�§½¸ÁÔ�	Â§�	��¶����y¶�|�~����@Â�¶§��~��/|�� ���Q���

tn
�/�	~$·��y��|�	

���¿���	~
y(tn+1)

���
y(tn−1)

y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) +

h3

6
y(3)(tn) + O

(

h4
)

y(tn−1) = y(tn) − hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) −

h3

6
y(3)(tn) + O

(

h4
)

¶�|6���	Â§�	��¶����y�O�������/���@�	|��
f(tn+1, y(tn+1))

À�·¸���v�	~������¸��� �
y′(tn+1)

y′(tn+1) = y′(tn) + hy′′(tn) +
h2

2
y(3)(tn) + O

(

h3
)

{}|6¶§Ã������	|¸�Ô���/¶§��~

εn = y(tn+1) −
4

3
y(tn) +

1

3
y(tn−1) −

2h

3
f(tn+1, y(tn+1))

= y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) +

h3

6
y(3)(tn) + O

(

h4
)

−
4

3
y(tn)

+
1

3

(

y(tn) − hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) −

h3

6
y(3)(tn) + O

(

h4
)

)

−
2h

3

(

y′(tn) + hy′′(tn) +
h2

2
y(3)(tn) + O

(

h3
)

)

=−
2h3

9
y(3)(tn) + O

(

h4
)

�'� ¶ �
∃K |εn| 6 Kh3

���#¶�|_�	|L���	�����¿�Ô·¸�����/��~!�����	�;�Ä�+~��Ô��¶§|�~!��~�����|¸�	À��'� ¶§������� � ½
�'x�� � ¶����T�m¶�|¸�!�����T�/�O~����§Ã����/���!�����@~!�����	�;��À����y~����@��·¸���F���+~T�����I�/|��	~T���m�¤¶§� �¸| �§�@�

X4−1~!¶§�/��|¸�Ô���8�@¶������/�8�/|�ÆÇ�����/����� �
1
À����h·¸�����/�	~Ô�����I�/|��	~#���8�@¶��������

1
~�¶����	|��Ô~!�/�m�����+~�½'{}�#���+~

���§����|��+~F���8�I�O�¤¶§� �¸| �§�@��~�¶�|��#~!���@���/�	~	À����O�@¶������/�
1
�(�I�8~!¶§|¸���/�	~F���§�I�/|��+~Q·¸�����!��� �	�@�	~����

��� ��|��¿��� �I½T¾#Ó�| �v� ���!�����/���m���¦�I¶�|�~!�/~����§|��I�µ���m��� ¶§�����!�j��Â§�	|¸�!���	�Q��� ~!�����	�;��À�¶§|ª���	Â§�	��¶����y�
��� �+~����!�+~!~!��¶�|

εn = y(tn+4)−y(tn)−
4h

3
(2f(tn+3, y(tn+3)) − f(tn+2, y(tn+2)) + 2f(tn−1, y(tn−1)))

� ¶§���#�I������À�¶�|_Â��;���	Â§�	��¶����y�	�
y(tn+4)

À
f(tn+3, y(tn+3)) = y′(tn+3)

À
f(tn+2, y(tn+2)) =

y′(tn+2)
�I�
f(tn−3, y(tn−3)) = y′(tn−3)

y(tn+4) =y(tn) + 4hy′(tn) + 8h2y′′(tn) +
32h3

3
+

128h4

3
+ O

(

h5
)

y′(tn+3) =y′(tn) + 3hy′′(tn) +
9h2

2
+

27h3

6
+ O

(

h4
)

y′(tn+2) =y′(tn) + 2hy′′(tn) + 2h2 +
8h3

6
+ O

(

h4
)

y′(tn−h) =y′(tn) − hy′′(tn) +
h2

2
−
h3

6
+ O

(

h4
)
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εn = y(tn+4) − y(tn) −
4h

3

(

2f(tn+3, y(tn+3)) − f(tn+2, y(tn+2))

+2f(tn−1, y(tn−1))
)

= y(tn) + 4hy′(tn) + 8h2y′′(tn) +
32h3

3
+

128h4

3
+ O

(

h5
)

−
8h

3

(

y′(tn) + 3hy′′(tn) +
9h2

2
+

27h3

6
+ O

(

h4
)

)

+
4h

3

(

y′(tn) + 2hy′′(tn) + 2h2 +
8h3

6
+ O

(

h4
)

)

−
8h

3

(

y′(tn) − hy′′(tn) +
h2

2
−
h3

6
+ O

(

h4
)

)

=
296h4

9
+ O

(

h5
)
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X3 −X + a(X2 −X)~!¶§|¸�#���O�@¶����������/|�ÆÇ�	�!�/����� �
1
À��I�Ô~!�'���+~F�����I�/|��	~����h�@¶������/�

1
~�¶�|��#~!���@���/�	~	½

X3 − X + a(X2 − 1) = (X2 − 1)(X + a) = (X + 1)(X − 1)(X − a)

¶�|_�	|B���	�������Ô·¸���O���8~������	�@�m�+~��#~�����Ã�����~!�
|a| < 1

À�¶��6~!�
|a| = 1

�I�
a 6= 1

���
a 6= −1

½
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εn = y(tn+3) − y(tn+1) + a(y(tn+2) − y(tn))

−h
(

bf(tn+2, y(tn+2)) + cf(tn+1, y(tn+1)) + df(tn, y(tn))
)

~!¶§���Ä�;� ��¶��!�	�;�����
Kh4 À�¶ � K
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εn

�8���8�����	��� 	
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O
(

h5
) ½ � ¶����$��������À�¶§|;���	Â§�	��¶����y�

y(tn+3)
À
y(tn+2)

���
y(tn+1)

�O�/�h�����	���/~!�/¶§|
O
(

h5
)

�§��|�~!�F·����
y′(tn+2) = f(tn+2, y(tn+2))

���
y′(tn+1) = f(tn+1, y(tn+1))

�¦�/�¦�����	�I��~!��¶�|
O
(

h4
) ½

y(tn+3) = y(tn) + 3hy′(tn) +
9h2

2
y′′(tn) +

27h3

6
y(3)(tn) +

81h4

24
y(4)(tn) + O

(

h5
)

y(tn+2) = y(tn) + 2hy′(tn) + 2h2y′′(tn) +
4h3

3
y(3)(tn) +

2h4

3
y(4)(tn) + O

(

h5
)

y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) +
h2

2
y′′(tn) +

h3

6
y(3)(tn) +

h4

24
y(4)(tn) + O

(

h5
)

y′(tn+2) = y′(tn) + 2hy′′(tn) + 2h2y(3)(tn) +
4h3

3
y(4)(tn) + O

(

h4
)

y′(tn+1) = y′(tn) + hy′′(tn) +
h2

2
y(3)(tn) +

h3

6
y(4)(tn) + O

(

h4
)
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εn = y(tn) + 3hy′(tn) +
9h2

2
y′′(tn) +

27h3

6
y(3)(tn) +

81h4

24
y(4)(tn) + O

(

h5
)

−y(tn) − hy′(tn) −
h2

2
y′′(tn) −

h3

6
y(3)(tn) −

h4

24
y(4)(tn) + O

(

h5
)

+a
(

y(tn) + 2hy′(tn) + 2h2y′′(tn) +
4h3

3
y(3)(tn)

+
2h4

3
y(4)(tn) + O

(

h5
)

− y(tn)
)

−hb

(

y′(tn) + 2hy′′(tn) + 2h2y(3)(tn) +
4h3

3
y(4)(tn) + O

(

h4
)

)

−hc

(

y′(tn) + hy′′(tn) +
h2

2
y(3)(tn) +

h3

6
y(4)(tn) + O

(

h4
)

)

−hdy′(tn)
= (2 + 2a− b− c− d)hy′(tn)

+(4 + 2a− 2b− c)h2y′′(tn)

+

(

13

3
+

4a

3
− 2b−

c

2

)

h3y(3)(tn)

+

(

10

3
+

2a

3
−

4b

3
−
c

6

)

h4y(4)(tn) + O
(

h5
)
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b + c + d= 2a+ 2
2b + c = 2a+ 4

2b +
1

2
c =

2a+ 13

3
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�	�m��À�¶§|6¶§Ã������	|¸�















b=
7 + a

3

c=
4a− 2

3
d= a
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εn
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10

3
+

2a

3
−

4b

3
−
c

6
= 0
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10 + 2a− 4b−
c

2
= 1
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